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本张数 

开印字 


第四 版前言 


尽管本 教材的 第三版 出版至 今还不 到五年 ，我 们又决 定再次 
重 新修订 ，目 的是希 望能够 使其内 容不断 更新， 跟上“ 微分几 何”发 
展的 潮流。 在这 一版中 ，我 们主要 增加了 比较微 分几何 的内容 ，也 
就是第 四章的 最后一 节：完 备曲面 上的比 较定理 ，其 中叙述 了“比 
较定 理”和 “完备 曲 面上的 Toponogov 定理 ”。 这将 使读者 进一步 
学习 近代比 较黎曼 几何时 ，有较 好的分 析准备 和直观 的几何 背景。 
可是 为了不 使本教 材的分 量过重 ，我们 不得不 删去一 些内容 。我 
们删去 了“紧 致曲面 的高斯 -波涅 公式和 欧拉示 性数” ，这个 内容当 
然很 重要， 不过问 题不大 ，因为 在本书 的第三 章中已 经讲述 了“曲 
面上的 高斯- 波涅公 式”。 此外 ，在 本书的 第四章 §3“  曲面 的整体 
性质 ”中， 我们已 经介绍 了正高 斯曲率 的曲面 （即卵 形面） ，为 '了完 
整起见 ，我 们增加 了负高 斯曲率 曲面的 内容， 特别是 负常高 斯曲率 
的曲 面以及 相关的 Backlund 变换的 内容。 


梅向明 

2007 年 1 月于 首都师 范大学 


第三 版序言 


这本 《微分 几何》 教 材自从 1981 年 出版、 1988 年再 版以来 ，一 
直被许 多高等 学校的 数学专 业采用 ，看 来它 的内容 基本上 能够符 
合时代 发展的 要求。 1999 年， 这本教 材的第 二版还 获得了 北京市 
科 技进步 奖的二 等奖。 这一 次再版 ，砍 掉了一 些内容 ，主要 是原教 
材 的第一 章中的 向量代 数部分 和第二 章中的 平面曲 线部分 ，因为 
这 些内容 可以在 解析几 何和微 积分的 教材中 找到。 砍掉这 些内容 
的 原意是 ，在整 体微分 几何部 分增添 一些近 代微分 几何的 内容。 
但是由 于这本 书是大 学本科 的专业 课教材 ，并 不是 给研究 生用的 
教材， 不能添 加过深 的内容 ，最 后决定 只是在 第四章 增加了  一节： 
完 备曲面 ，其目 的是 使读者 阅读了 这 些内容 以后思 维领域 能够从 
紧 致扩充 到完备 ，这 也是目 前近 代微分 几何研 究的重 点之一 。对 
于这 个问题 ，在这 本教材 中开了  一个头 ，使 读者 学习了 近代 微分几 
何 这些内 容以后 在脑子 里经常 思索这 样一个 问题： 如何把 微分几 
何中 对紧致 情形成 立的一 些成果 推广到 完备的 情形。 

在 这一版 的最后 ，添加 了名词 索引。 名 词后的 数码表 示第几 

章第 几节。 


梅向明 黄敬之 
2003 年 1 月 于 首都师 范大学 


第二 版序言 


在这一 版中， 我们增 加了第 四章： 整体微 分几何 初步。 原来我 
校所用 的“微 分几何 ”讲义 中曾包 括这部 分内容 ，后 来根据 高等师 
范 学校“ 微分几 何”教 学大纲 的要求 ，删 掉了这 一章。 但是 根据许 
多兄 弟院校 使用这 本教材 的教师 和学生 所提出 的要求 ，我 们又重 
新把 这一章 列入， 作为微 分几何 选修课 或进一 步自学 的内容 。我 
们 曾在选 修课中 多次讲 授了这 一章。 本版中 这一章 的内容 是根据 
北 京师范 学院数 学系的 王汇淳 同志试 用的情 况以及 其他兄 弟院校 
的同 志试用 后所提 出的意 见多次 修改而 成的。 

教材 第一版 的原来 部分没 有改动 ，只是 作了一 些文字 上的修 
改 ，并根 据读者 的要求 ，在 前三章 中增加 了一些 习题。 

本书 的责任 编辑张 爱和同 志提出 了不少 好的修 改意见 ，我们 
谨在 此表示 衷心的 感谢。 


梅向明 黄敬之 
1986 年 8 月 于 北京师 范学院 数学系 


第一 版前言 


这 本教材 是我们 多年来 讲授微 分几何 课所用 的讲义 ，根 据高 
等 师范院 校微分 几何教 学大纲 的要求 ，整 理修改 而成。 其中 第一、 
二 章曾在 1966 年前反 复讲授 多遍， 第三章 只在近 年来才 讲过。 

微分几 何是一 门历史 悠久的 学科。 可以 这样说 ，微积 分诞生 
时就 同时诞 生了微 分几何 ，不过 这门学 科的生 命力至 今还很 旺盛。 
近年 来它对 数学中 其他分 支的影 响越来 越深刻 ，对 于自然 科学中 
其他 学科的 影响的 范围也 越来越 扩大。 与此 同时， 这门学 科本身 
从内容 上到方 法上也 在不断 更新。 作 为一本 教科书 应该尽 可能地 
反映 这样一 种发展 趋势。 但是 由于高 等师范 院校数 学专业 教学计 
划中所 给予微 分几何 这门课 的课时 的限制 ，不 可能 完全满 足这样 
的 要求。 我们的 想法是 ，从内 容上来 说还是 讲授微 分几何 中最基 

础 的部分 - 三维欧 氏空间 中的曲 线和曲 面的局 部理论 ，可 是从 

方法 上来说 则加以 更新。 这样 做将使 学生能 够从较 浅显的 内容去 
学习近 代的处 理方法 ，对 新方法 接受起 来阻力 比较小 一些； 另一方 
面， 对于微 分几何 有兴趣 的学生 ，在 掌握了 新方 法以后 ，就 可以通 
过选修 课或讨 论班进 一步运 用这些 方法去 学习微 分几何 的近代 

内容。 

在这 本教材 里作为 新的方 法来说 ，我 们的目 的 是介绍 法国数 
学 家嘉当 （E.  Cartan) 的活动 标架法 ，同 时介绍 相应的 数学工 
具 —— 外微分 形式。 不过 为了使 学生容 易接受 ，开 始时我 们还是 
用 向量分 析的方 法讲授 三维欧 氏空间 的曲线 和曲面 的局部 理论， 
到了 曲面论 的基本 定理和 曲面 上的内 蕴几何 部分， 由于用 向量符 
号表 达起来 不方便 ，我们 采用了 张 量符号 ，使 学生稍 稍接触 一些张 


量 分析的 方法。 最后， 我们在 第三章 里用嘉 当的活 动标架 法把曲 
线论 和曲面 论又复 习一遍 ，使学 生既学 习了新 方法， 同时又 加深对 
已 学过的 知识的 理解。 

杭州 大学的 白正国 教授和 北京师 范大学 的朱鼎 勋教授 在审查 
这本教 材时提 出了不 少宝贵 的意见 ，我 们谨在 此表示 衷心的 感谢。 
同 时希望 使用这 本教材 的兄弟 院校的 同志对 教材中 的错误 缺点和 
不足 之处给 予批评 指正。 


梅向明 黄敬之 
1981 年 4 月 于 北京师 范学院 数学系 
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簾一昌 


曲 线论 


§  1 向 量函数 

在 本书的 学习中 ，要 广泛地 应用向 量分析 的知识 ，因此 在这里 
对向量 分析的 基本内 容作简 单扼要 的介绍 • 

首先介 绍向量 函数的 概念. 

给出 一点集 G， 如 果对于 G 中每 一个点 X， 有一 个确定 的向量 
r 和 它对应 ，则 我们说 ，在 G 上给 定了 一个向 量函数 ，记作 
r  =  r(x)  yx  G  G. 

例如 ，设 G 是实 数轴上 一区间 ，则得 一元向 量函数 
r  —  r(i). 

设 G 是一平 面域， 则得 二元向 量函数 
r  =  r(w,  v). 

设 G 是空 间中 一区域 ，（^，3^，2：)60，则得三元向量函数 
r  =  rCx^y9z). 

正如 数学分 析中对 实函数 所讨论 的那样 ，我们 也对向 量函数 
引 进极限 、连续 、微商 和积分 等概念 • 

1.1 向 量函数 的极限 

设 r(i) 是所 给的一 元向量 函数， a 是 常向量 （即 长度与 方向都 
固定的 向量） ，如果 对任意 给定的 6>0, 都 存在数 00, 使得当 0< 


|(一~丨<3时 

\Kt)-a\<e 

成立 ，则 我们说 ，当 卜 to 时 ，向 量函数 趋 于极限 •记作 

limr  ⑴ = a.  (1.  1) 

卜 *0 

有关 数量函 数的极 限性质 ，都 可以推 广到向 量函数 的情况 ，从 

而得到 类似的 命题.  _  ^ 

命题 1 如果 r(0 和 s(£) 是 两个一 元向量 函数， A “) 是 一个实 

函数， 并且当 t^t0 时这 些函数 的值趋 向极限 

r(i)  -►  a^sit)  -►  b,\Ct)  -►  m, 

即 |r(0— 0,  I  s ⑴一 &  1—0,  I 又⑺一 抓卜 0, 则有 

(1)  两个 向量函 数之和 （差） 的极限 等于极 限之和 （差） ： 

r(t)  士  s(0 - ►  a  士 

(2)  乘积 A(i)r(0( 数量乘 向量） 的极 限等于 极限的 乘积： 

A  ⑴  r ⑴ - ►  ma. 

(3)  数量积 r(t)  •〆£) 的极限 等于极 限的数 量积： 

r(i)  •  sit) - ^  a  •  b. 

(4)  向量积 r(i)Xs(i) 的极限 等于极 限的向 量积： 

r ⑴  X  sit) - ►  aX  b. 

证明 这些 命题的 证明原 则上和 数学分 析中关 于实函 数所对 

应的命 题的证 明没有 什么区 别. 

(1)  |  (r(f) 士 sO))  — （fl 士 办） I 
= |  (r(d  —  a)  士 （sU)  — 办 ） I 
<|r ⑴一 a|  +  ls(0  —  &| ， 

当 t—t0 时 ，由已 知条件 卜⑴一 0,  |s ⑴一刎 — 0, 有 

|  (r(t)  士  〆(）） 一 U  士  ft)  1 - *"0， 

即  K0  士  〆() - 土办. 

(2)  作出向 量的差 

X(t)r(t)  —  ma  =  A(i)(r(t)  —  a)  +  (A (广） 一  m)a, 

由 此得出 


丨又⑴厂⑴ I A ⑴ I  I  rit)  — a  |+  | 又⑴  — m  l|a| ， 

当 t—t0 时 ，由已 知条件 I  r ⑴一 a  1—0,  0 及 

|A(0  |—  \m\y  |a|  是 常数， 

有 


I  A(^)r(^)  —  ma  |  — ►  0 9 
即 

Xit)rCt) - ►  ma. 

(3) 作出 数量差 

rCt)  •  sit)  —  a  •  b  =  Cr(t)  —  a)  •  sCt)  +  Cs(t)  —  b)  •  a, 

由 此得出 

\rCt)  •  s(t)  —  a  •  ft  I  <  I  (r(t)  —a)  •  s(t)  |  + 

1  Cl  ?) 

I  (s(t)  一  b)  •  a  I . 

因为 任何两 个向量 p、g 的 数量积 p  •  q=\p  \  I  g  I  cos  (&)， 所以 

Ip  •  IpI  |g|. 

因此 ，如果 p 趋于零 （B 卩 Ip  l—o)， 而 g 趋 于确定 的极限 （此 时有 
kl-ko| ) ，那么 不等 式的右 边趋向 于零. 这时有 

\p  •  q\  — -o. 

因而当 时 ，我 们由已 知条件 

|  r (广） 一  a  | - ►  0 ， |  s(t)  | - ►  I  办  I ， 

知 不等式 （1.  2) 右边第 一项有 

|  (r ⑴ 一 a)  •  s ⑴  | - ►  0, 

同理 

|(s(^)-ft)  •  a|  — >0. 

于 是得到 

|r(r)  •  s ⑴ — a  •  b\ - ►  0, 

即 

r(t)  •  s(t) - ►  a  •办. 


(4) 作出向 量的差 


r ⑴  X  sCt)  —  aX  b  =  (r ⑴ — a)  X  sit)  + 


由 此得出 


a  X  (s ⑴一  h) ， 


|r(^)  X  sit)  —  aX  b\^.  |  (r(t)  —  a)  X  s(t)  \  + 

|a  X  (s(t)-b)\.  (1.3) 

因为两 个向量 p 和 g 的向量 积的模 |pXg|  =  |p|  |g|  • 

I  sin  (pq)  I ，所以  |pXg|<|p|  \q\. 因此 ，如果  |p|— 0, 而  |g|  趋 
于确定 的极限 ，则 IpXd-K). 

把这 个结论 应用到 不等式 （1.3) 的右边 ，便 有当 t^t0 时 ，由 
已 知条件 可得到 

|  r ⑴  X  s(t)  —  a  X  ft  |  ^  0, 

即 

r(t)  X  s(t) - ►  aX  b, 

1.2 向量 函数的 连续性 

有了 向量函 数的极 限概念 ，我们 就可以 引进向 量函数 的连续 
性概念 .给出 一元向 量函数 rG)， 当 & 时 ，若向 量函数 
r(i。） ， 则称向 量函数 r(0 在 & 点是连 续的. 

利 用极限 的定义 ，我 们把向 量函数 r(i) 在& 连 续的定 义可表 

示为 

limr(，） =  r(t0). 

如果 1*(0 在区间 的 每一点 都连续 ，则称 r(0 在区间 

上是连 续® 的. 

利 用命题 1 的结果 ，我 们可以 得到： 

命题 2 如果 #*(〖） 和 s(i) 是在点 i。 连 续的向 量函数 ，而 AU) 
是在点 & 连续的 实函数 ，则向 量函数 r(i)±s(i) ，A(i)r(i) ，rU)  X 
Ki) 和 实函数 也 都在点 连续 （把 命题 中的点 ~ 改为 


① 在端点 f  =  和 t~t2 处指的 是右连 续和左 连续. 


区间 t«t2 时 ，命 题也成 立）. 

1.3 向 量函数 的微商 

设 KO 是定义 在区间 tx  < t < ^ 上的 一个向 量函数 .设 
X。 6  ( 〖1 ， 〖2  ) ， 如 果极限 

lim  广(之0  +  △,)  —  ) 

存在 ，则称 r(i) 在 4 点是可 微分的 ，这 个极 限称为 /•(〖） 在 点的 

微商 （或 导矢） ，用 或 /(i。） 表示 ，即 

^0 

(字） = /(.0)  =  lim  + 

A/^0  &  • 

如果 KO 在 某个开 区间的 每一点 都有微 商存在 ，则 我们说 

r(0 在 此区间 内是可 微的或 简称向 量函数 / •(〖） 是可 微的， 它的微 
商 记为〆 G). 

对 于向量 函数的 微分法 有以下 命题： 

命题 3 设 rQ)，s(j0，n(O 分别 是可微 的向量 函数， a(〖） 是可 
微的实函数，则/\(0/*({)，/*(£)士5(，），1*(0\;5(0，/*(^).  s(t)  9 
(r ⑴， s(0，M(0) 都是 可微的 ，并且 

(Ar)r  =  Ar  /  +  A’r , 

(r  士  s)’  = 〆  土〆， 

(r  X  s)/  = 〆  X  s  +  r  X  〆 ， 

(r  •  s)r  —  /  •  s  r  •  sr , 

(r，s，a)’  =  (r’，s，u)  +  (r，s’，M)  +  (r，s，n’). 

这 些公式 的证明 和数学 分析中 实函数 的对应 公式的 证明相 
似， 但是应 该注意 的是向 量的向 量积和 混合积 跟向量 的次序 有关， 
不 能把次 序任意 交换. 作 为例子 ，我们 证明后 面三个 结果. 
(rXs)，=  ]irn  r(t  +  ^)Xs(t  +  At)-  r ⑴  X  sdt) 

A/-0 


•  5  • 


_  j-m  (  [r(^  +  At)  —  y( 尤）] X  s(t  +  △之） + 

r(t)  X  [s(t+  At) — 〆，)] ) 

At  1 

=  lim  々■_+△?— 心) x  limsO  +  △，)  + 
limr(t)  X  lim  ❿ +AO~~S ⑴ 

A/ 一  0  以一0  △之 

=  /(t)  X  s(t)  H-  r(t)  X  s\t). 

(r  •  sy  _  j-m  r(t  +  A^)  •  sit  +  A^)  —  r(t)  •  s(Q 

A/— 0  △之 

_  um ! [厂 （之  +  △£)  一  r(^)]  *  sit  +  At)  _|_ 

A/— O  1  △之 

f(t)  •  [s(i  +  At) — s(0]  j 
~~At  1 

= lim  ra  +  A^)-ra)  #  limsa  +  A0  + 

Ar— O  a»-*o 

limr(0  •  hms(t  +  ^)-s(t) 

〜一0  A/—0  /^t 

=  〆(!）•  s(^)  +  r(t)  •  s’ U) • 

由 上面的 结果可 以得到 

(r，s，“)’=  [(r  X  s)  •  ii]’ 

= (rXs)’  •  M+(rXs)  •  M’ 

= [〆  X  s  +  r  X  s’]  •  M  +  (r  X  s)  •  u 
= (〆  X  s)  •  m  +  (r  X  〆） •  m  +  (r  X  s)u 
= (/  ,s,m)  +  (r，s’，“） +  (r,s,w/). 

向 量函数 KO 的微商 r'(t) 仍为 t 的 一个向 量函数 ，如 果函数 
〆（〖) 也是连 续的和 可微的 ，则 〆（《） 的微商 r〃(/) 称为 r(i) 的二阶 
微商. 类似地 可以定 义三阶 、四阶 等等的 微商. 在区间 ，^] 上有 
直到々 阶连续 微商的 函数称 为这区 间上的 it 次可微 函数或 C* 类 
函数 ，连 续函数 也称为 C0 类函数 ，无 限可 微的函 数记为 （T 类函 


数. 解析函 数记为 C** 类函数 • 

设 6，心， 仏 是笛卡 儿直角 坐标系 的三个 基向量 ，向 量函数 
rU) 可以 表示为 

r(t)  =  jc(t)ei  +  y(t)e2  +  z(t)e3 , 

所以每 一个向 量函数 r ⑴与 三个 有序实 函数组 U(0，：y(0,2：(0}  — 
一 对应. 

命题 4 如果向 量函数 在 [6，^] 上是 C* 类函数 ，则 向量 
函数 所对应 的三个 实函数 工（0,3^)，2：(£)在|^1，~]上是（？类 
函数 • 

证明 将 r(0=xd0el+yMe2+z(t)e3 两 边点乘 A 得 
x(t)  =  r(0  •  ei. 

由于 A 是 常向量 ，而 r(i) 是 C* 类函数 ，所以 工(0 是 CA 类函数 • 

同 理可证 : y(0, 以 t) 是 C 类 函数. 

1.4 向 量函数 的泰勒 （Taylor) 公式 

定理 设向 量函数 KO 在 0。 山 +  △〖] 上是 （7+1 类函数 ，则有 
泰勒 展开式 

Kt0  +  AO  =  r(t0)  +Atr/(t0)  +  (^~r〃(G)  +  … + 

(to)  +  (△O#1— [r (朴 D  U0y+s(to ， 以）] ， 
n !  (w  +  1)! 

其中 △尤 — 0 时 ，s(t0 ，△尤 )—0. 

证明 向 量函数 rU) 可 表示为 

r(t)  =  x  ⑴右 1  +  y^t)e2  +  zit)e3 . 

由已知 条件在 [心 山 +〜] 上有 r ⑴ e  C”+1 ， 所以在 [>。 ，心 +以] 上 

有： rG)，3^)，z(OeC"+1 •根 据实 函数的 泰勒公 式得知 

x(.to  +AO  =  x(i0)  +△&’（《()） +^y-^，/(^o)  H - 1- 

工⑷ ⑹  +  U0 )  +  ei  (，。 ，At))， 

n\  C/2  +  1)! 
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y(t0  +  △，） =  yCt0)  +  △，: y’(，。） +  )  H - h 

^ ! 

(At)n  (At)M 

-y  ”） u )  +  #  •(严  ”  a0)+e2ao ，〜 ）） ， 


n  ! 


dn  +  l)\ 


z(t0  +  Ai)  =  z(t0)  +  △，z’（，0)  + 


(AO2 

~zT 


:"U)  + … + 


(At)n  (At)1^1 

^-z^Ct0)  +  ,  •(严 ”  (，0)  +e3  (，0  ,AO). 

n  !  (w  +  1)  ! 

把 上式分 别乘以 再相加 ，则 得到所 求的向 量函数 的泰勒 
公式 

rCt0  +  At)  =  r(t0)  +  △/r’O。） +  -  r\t0)  +  … + 

^  : 

— — r<w) it0)  +- ~~ ——Lr^  (t0)  +fiU0 ，△，）]• 
n  !  (n  +  1)  ! 

当 r(06CT 时 ，我们 就可以 把它展 成泰勒 级数， BP 


r(t0  +  At)  =  rito)  +  △汉’ （&)  + 


(AtV 

~zT 


r(t0)-\ - h 


(A^T 

n\ 


〆")（〜）+ 


上述 泰勒级 数是收 敛的. 

1.5 向 量函数 的积分 

向 量函数 的积分 的定义 和实函 数的情 形相同 ，即 


f  r(t)dt  =  lim  y^rCffX^,  —  t^) , 

J  a  00 ，- =  1 

其中 a=io,6, …， ，匕 =6 表 示区间 [a， 6] 的分点 ，色 是区间 
U-1 ，匕） 中的 任一点 ，当  n—oo 时， I  ti  —  ti-x  1—0. 

如果向 量函数 r(t)=x(t)e1  +y(t)e2+z(t)e3 是 可积的 ，则有 

I*  r(t)dt  —  f  (x(Oei  +  yCt)e2  +  z(t)e3)dt 

J  a  J  a 


= A  [  x{t)dt  +  e2\  y(t)dt  +  e3  (*  z(t)dt9 

J  a  J  a  J  a 

即 

[ r(Odt  =  ei\  x(t)dt  +  e2  \  yU)dt  +  e3  f  zCOdt. 

J  a  J  a  J  a  J  a 

由此 可得岀 有关向 量函数 积分的 命题： 

命题 5  如果向 量函数 1*(0 是区间 6] 上的连 续函数 ，则 

积分 


.⑴ ck 


存在 ，并且 

1°  a<c<6 时有 


1/ 


J  r(t)dt  =  |  rCOdt  +  |  r(t)dt. 
2°  m 是常 数时有 

mr(t)dt  =  m  rit)At. 

J  a  J  a 

3° 如果 m 是 常向量 ，则有 


h 

J  a 


r(t)dt 


.⑴ 士， 


X  r(t)dt  =  m  X  \  r(t)dt. 


4° 


dx 


- rx 
-J  a 


•⑴ ck 


r(jo). 


证明 向量函 数可以 表示为 

rdt)  =  x ⑴ a  +  y(t)e2  +  z(t)e3.  (1.  4) 

根 据命题 4 可知若 r(i) 在 |>，6] 上是连 续函数 （C0 类函 数）， 
则 : r ⑴，〆 OdW 在 0,6] 上 也是连 续函数 (C0 类函数 >. 

再由实 函数的 积分定 理可知 ，在 区间 [a，6] 上连 续的实 函数在 
该区 间上是 可积的 ，即 积分 

[ x(t)dt9  [  y(.t)dtj  f  z(t)dt 

J  a  J  a  J  a 


存在 ，则由 （1.4) 式可 知积分 


rU)dt 


存在 且等于 

r(t)dt  =  ei  xit)dt  +  e2  y(t)dt  +  ez  z(^t)dt. 

J  a  J  a  J  a  J  a 

以 下我们 只证明 1°， 其 余的结 果请读 者自己 证明. 
由于 


rit)dt  =  ex  x(^t)dt  +  e2  y(Odt  +  e3 

J  a  J  a  J  a 

若 a<c<6 时， 根据实 函数的 积分性 质可得 


：(Odt, 


ei 


:(t)dt  +  e2  y(.t)dt  +  e3  z(t)dt 


[I  X  ⑴ &  +  J  xit)dt 

[ J  zit)dt  +  J  z(^t)dt 

=^i  f  xit)At  +  f  : y (《）cU  +  必3  [  z(^t)dt  +  f  xit)dt  + 

J  a  J  a  J  a  J  c 


+  e2 


yiOdt  +  yCOdt 


e2j  yit)dt  +  e3j  z(t)dt 

=J  r(i)d^  +  J  r^t)dt. 

下面 我们介 绍有关 向量函 数的两 个命题 ，这两 个命题 在以后 


要 用到. 

我 们在这 里假定 所给出 的向量 函数具 有所需 要的各 阶连续 
微商. 

命题 6 向 量函数 r(d 具 有固定 长的充 要条件 是对于 〖的每 
一个 值，〆 ⑴都与 垂直. 

证明 由所 给条件 |  rG)  |  = 常数 ，有 

r2(0  =  \r(t)\2  = 常数 • 

上式对 i 求微 分得 
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由 此得到 


2r(t)  •  r  it)  —  0, 


r(，） 丄  r(t). 

反之 ，如果 r(0  • 〆 ⑴ =0, 则有 

皁 r2 ⑴ =  0. 

因 而得到 

= 常数， 

即 

|r(0|= 常数. 

特别地 ，对于 可微的 单位向 量函数 rU) (即 |r(d|  =1)， 有 
r ⑴丄〆 ⑴. 

为了 介绍以 下命题 ，我们 先引入 关于向 量函数 r(i) 对 于变量 ^ 
的旋转 速度的 概念. 这个 旋转速 度对于 t 的 不同的 值一般 来说具 
有不同 的值. 

我 们给出 以下定 义：给 〖以增 量 △“用 表示由 向量/ *(0 和 
rG+以) 所组 成的角 （如图 1-1)， 作 成比值 当 ^趋于 零时， 

△尤 

则# 的 极限就 叫做向 量函数 rG) 对于它 的变量 〖的 旋转 速度. 

命题 7 单位向 量函数 r(0(BP|r(0|  =1) 关于 z 的旋 转速度 
等 于其微 商的模 

证明 把 r(i) ，/*(£+△£) 移动 到同一 个始点 0( 如图 1  -2)， 以 
O 为圆 心画单 位圆， 它通过 rQ) 和/ 的终点 M、M% 则两个 

向量的 夹角大 小等于 MM'& 长度. 于是有 

- - .  - - 、 

MMf  _  I  MM’ I  I  MM, 

^  I  A/ 1  \M\  I  mm’  I  ’ 


因为 
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KO 


o 


A<p 


r{t+At) 
图 1-1 


图 1-2 


r(t  +  Ai)  —  rCt)  =  MM  , 


所以有 

于是 


由于当 以趋于 零时有 


lim 

At-*-0 


\MMr\=  |r(i  +  Ai)-r(0|  , 

产 - 


Hep 

rit  +  AO  —  r(t) 

△艺 

△之 

I- 


lim 


Lxp 


I  ^°2sin^ 


1. 


因此 


lim 

Ar—O 


△9? 
匕 t 


lim 

A/— 0 


r^t  +  A^)  一  rCt) 
At 


， - 、 

MM, 


|ra)|. 

令 >|I< 'I!!'  ‘II， ^ 

卷习  题 


^  K'l  'I  I' 


1.  证明本 节命题 3、 命题 5 中未加 证明的 结论. 

2.  求证 常向量 的微商 等于零 向量. 

3.  证明 
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d  /  rU)  \  _  r  it)pCt)  —  r(t)p  it) 
df  V^O)  /  p2U) 

4.  利用 向量函 数的泰 勒公式 证明： 如果向 量在某 一区间 内所有 的点其 
微 商为零 ，则 此向量 在该区 间是常 向量. 

5.  证明 rU) 具有固 定方向 的充要 条件是 rXr'  =  0. 

6.  证明 Ki) 平 行于固 定平面 的充要 条件是 （心〆，,）。0. 

§2 曲线 的概念 

曲线 是微分 几何所 研究的 主要对 象之一 ，因而 我们需 要首先 
弄清 楚曲线 的概念 • 

2.1 曲线 的概念 

为了定 义曲线 的概念 ，先介 绍一些 关于映 射的知 识. 

给出两 个集合 E 和 ，如果 集合 £ 中的每 一个点 （或称 元素） 
X， 有 中的点 / 和 它对应 ，则 我们说 给定了  E 到 t 的一 个映射 
/./ 称为点 x 的像， *r 称为 / 的原像 • 

对于任 取集合 £ 中的点 A 和 :r2 ，如果 xi^x2 时有 

/(•r2)， 则 称映射 / 是 - 的 （或 称单 的）. 

在欧氏 空间中 给出两 个集合 ，对于 £ 中的 任一个 点工。 
和任 一个数 e>0, 存在数 00, 使 得对于 E 中与為 的距离 小于占 
的任 意一点 来说 ，点 /(^) 与 /U。） 间的距 离小于 e， 则 称映射 / 
为连续 的. 

如果 /(£：)=£：，， 我 们就说 / 是从 E 到 f 的在 上映射 （或 称满 
映射） ，也就 是说在 / 的作 用下把 E 变 到整个 E' 上去 • 

下面 建立简 单曲线 的概念 • 

如 果一个 开的直 线段到 三维欧 氏空间 内建立 的对应 / 是一 
一的， 双方连 续的在 上映射 （这种 映射称 为拓扑 映射或 同胚） ，则我 

们 把三维 欧氏空 间中的 映射的 像称为 简单曲 线段. 例如开 的直线 
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段 映射到 开圆弧 （即圆 周的一 部分） ，这种 映射是 一一 的 ，双 方连续 
的在 上映射 （如图 1-3)， 因此开 圆弧是 简单曲 线段. 


—— o 

图 1-3 

又 例如在 一张长 方形的 纸上画 一条斜 的直线 （如图 1-4)， 然 
后 把这张 纸卷成 圆柱面 ，则 直线成 为圆柱 螺线. 因而 圆柱螺 线是简 
单曲 线段. 


图 1-4 


对任意 曲线的 “小范 围”的 研究， 总可以 作为简 单曲线 段来研 
究. 我们以 后所讨 论的曲 线都是 简单曲 线段， 不另作 声明. 

根据上 述曲线 的概念 ，我 们可 以确立 曲线的 方程. 在直 线段上 
引 入坐标 〖<^0<6)，在空间中引入笛卡儿直角坐标（0：，3；，2：)，则 
上述 映射的 解析表 达式是 

f X  =  ， 

容⑴，  a  t  <.  b.  (1.5) 

[z  =  hXt) ， 

习惯上 ，经 常把 （1.5) 中的 函数关 系符号 f，g，h 分别 写成: rod， 
这样， （1.5) 可写为 


•  14  • 


x  =  xit) , 

^  y  =  yM ,  a<t<b.  (1. 6) 

、z  =  zit) , 

(1.6) 称为 曲线的 参数表 示或参 数方程 ，£ 称为 曲线的 参数. 

例如 ，我们 已经知 道开圆 弧是开 直线段 的像， 取开直 线段为 
(0,2tt)， 则在 xy 平面上 ，开 圆弧 的参数 方程为 
[x  =  acos  ty 

.  0  <  £ 〈  2丌， 

[y  —  asm  tj 

其中 a 为圆的 半径. 

开的 椭圆弧 的参数 方程为 

[x  —  acos  t9 

, .  0<t<2iz. 

1 3^  =  osin  ty 

对于圆 柱螺线 ，我们 可以这 样建立 它的参 数方程 .设直 圆柱底 
半径为 a， 在长方 形中斜 线与长 方形的 一边的 夹角为 ^  (如图 
1-5). 由圆柱 螺线上 任一点 M 作 x：y 平面的 垂线为 设 ON 
与 Qr 轴的 夹角为 尤 ，则有 AN  =  at,  MN  =  attan 史。 = & (设办 = 
atan  <p0). 于是圆 柱螺线 的参数 方程为 


图 1  -5 
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由于向 量函数 可 表示为 rU)  =  x(t) ei  +  y{t) e2  +zit)e3 , 
因而曲 线的参 数方程 （1.6) 也 可以写 成向量 函数的 形式： 
r  =  I •⑴，  a  <C  t  <C  b. 

这就 是说， 在空间 中给定 一个点 O, 以这个 点作为 始点放 上对于 ^ 
的 所有值 的向量 rG). 于是对 于 〖 的每 个值， 我们得 到确定 的向量 
(如图 1-6)， 它的始 点是点 0, 而终点 M 则与 〖值 有关， 
当 z 在 U，W 内 变化时 ，点 M 在 空间中 画出一 条轨迹 ，这就 是由参 
数 ^ 所给定 的曲线 .点 M 的向量 表达式 称为曲 线的向 量参数 
表不 • 


例如圆 （挖掉 U，0) 点） 的向量 参数表 示式是 

r  =  {acos  t,  asin  t }  ,  0  <C  t  <C  2n  9 

即  ■* 

r  =  a  (cos  t)e\  +  a(sin  t、e2\  0  <  尤  <  2兀. 

椭圆 （挖掉 U,0) 点） 的向量 参数表 示式是 

r  =  {acos  t,  6sin  t } ,  0  <C  ^  <C  2tc> 

即 

r  =  a  (cos  t)e\  +  6(sin  t)e2 ，  0  <C  t  <C  2iz. 

圆 柱螺线 的向量 参数表 示式是 

r  =  { acos  t9  asin  t，bt} ，  —  00  <  ^  <+  00 ， 

即 
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r  =  a  (cos  t)ei  +  a  (sin  t)e2  +  btez ,  —  oo 〈  t  <C+  °°. 

2.2 光 滑曲线 曲线的 正常点 

如 果曲线 的参数 表示式 

( X  =  x(t) ， 

^\y  =  yG) ，  a  <z  t  <  b 

U  =  z(t) , 

或 

r  =  r(t) ，  a  <  t  <i  b 

中的 函数是 A 阶连 续可微 的函数 ，则 把这曲 线称为 CA 类曲线 .当 
k  =  l 时， 也就是 C1 类的曲 线又称 为光滑 曲线. 

给出 C1 类 的曲线 r=KO, 假设对 于曲线 上一点 
(do) 有 

r  (t0)  #0， 

则 这一点 称为曲 线的正 常点. 

注意 条件〆 u) 关 0 表示 x'u),yu),vu) 中至少 有一个 
不等 于零. 

以后 我们只 考虑曲 线的正 常点， 即假设 〆（〖） 关 0, 实际上 
r\t)=0 是很特 殊的. 如果 在一段 曲线上 则 r(i) 变成常 
向量 ，这 时这段 曲线缩 成一点 ，所以 一段曲 线上〆 （0=0 的 点一般 
是孤 立点. 曲线 （C) 上 所有点 都是正 常点时 ，则称 （C) 为正则 曲线. 
给 岀曲线 

r  =  r(t)  9  a  <C  t  b， 

即 

[x  =  x(t) ， 

=  y ⑴，  a  <  t 〈  b， 

I2:  =  z(t) ， 

则在 曲线的 正常点 （例如 ，设 /u。） 关 0) 的充 分小邻 域里， 曲线可 
由形如 
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y  =  <p(x)  9 
z  =  (pix) 

的 方程来 表示. 

这是因 为由于 〆（&) 关 0, 而我 们假设 /(£。）关0，于是函数 
x=x(O^t0 邻近有 连续而 可微的 反函数 t  =  t(x). 把 它代入 

jy  =  y(t)  9 
U  =  z(t) 

y  =  y(f(x>) , 
z  =  zCtix))  9 

jy  =  9?(x), 

\z  —  0(x). 

例如 对于圆 柱螺线  r(i)  =  {acos  i,asin  t9bt}  (  —  <t<. 

+  oo) 有 /(O  =  {  — asin  ty  acos  t，b}. 由于 b^O 所 以在曲 线上任 
何 ^ 值， “。） 关 0, 因此圆 柱螺线 上的点 都是正 常点， 因而由 z  =  bt 

得出 £  =  jz， 把 它代入 
b 

x  =  acos  ty 
y  =  asin  t 

中得 


中得 

即 


(X 


Ky 


acos 


b 

z 


asm 


这是 圆柱螺 线的另 一种表 示法. 


2.3 曲线 的切线 和法面 

给 出曲线 上一点 P， 点 Q 是 P 的邻 近一点 （如图 1-7)， 把割 
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图 1  -7 


线 PQ 绕 P 点旋转 ，使 Q 点 沿曲线 趋近于 P 点， 若割线 PQ 趋近 
于一定 的位置 ，则我 们把这 个割线 PQ 的 极限位 置称为 曲线在 P 
点的 切线. 而定点 P 称为 切点. 直 观上看 ，切 线是通 过切点 的所有 
直线当 中最贴 近曲线 的直线 • 

设曲线 的参数 方程是 

r  =  r ⑴， 

切点 P 对 应参数 ~，Q 点对 应参数 “  +  如图 1  _8)， 则有 

PQ=r(t0-hAt)  —  r(i0). 


图 1  -  8 


在割线 PQ 上作 向量？ 使得 

— ►  /*  ( 《0  +  △£ )  rC  to  ^ 

PR  = - • 

At 

当 Q— P (即 △(—()) 时 ，若 rU) 在& 可微 ，则 由向量 函数的 微商可 
得向量 M 的极限 
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r(^0  +  Af)  —  rU0) 


r\t0)  =  lim 

a/— o  Ai 

根据曲 线的切 线定义 ，得到 M 的极限 是切线 上的一 向量， （O, 它 
称为曲 线上一 点的切 向量. 

由 于我们 已规定 只研究 曲线的 正常点 ，即 〆（£) 关 0, 所 以曲线 
上一点 的切向 量是存 在的. 而 这个切 向量就 是切线 上的一 个非零 
向量. 由以上 的推导 过程可 以看出 ，这 个切向 量的正 向和曲 线的参 
数 f 的增 量方 向是一 致的. 

现在 我们导 出曲线 上一点 的切线 方程. 

我们 仍设曲 线上一 个切点 P 所 对应的 参数为 ，P 点 的向径 
是 /•(^))#={叉，¥，2}是切线上任一点的向径（如图 1  -9)， 因为 
/»  — r(~)///U。） ， 则得 P 点 的切线 方程为 

p  —  r  (尤 0 ) = 又#*  ( 玄0 ) ， 


其中 A 为切 线上的 参数. 

下面再 导出用 坐标表 示的切 线方程 .设 

r(t0)  =  {xito)  9y(to)  9z(t0)}  * 

〆（，()）=  {x’u。） ，y(~) ，之’（£。）} ， 

则由 上述 切线方 程消去 A 得到 
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^  — 尤 ( ’o )  —  Y  —  y(to )  Z,  —  z(t0) 
工 ’(。）  ~y(to)  z\t0) 

这是坐 标表示 的切线 方程. 


例 1 求圆 柱螺线 r(t)  =  {acos  i ,asin  t，bt} 在 处 的切线 
方程. 


广⑴ = {acos  ^ ,asin  t，bt} ， 
r  =  {  一 asin  1 9 acos  t，b)， 


所以 切线的 方程为 


即 


X  诉- ae'  +y^~cie2  +  f^-+A  W3. 


2 


2 


如 果用坐 标表示 ，则 得切线 方程为 


2X-a  _  2Y-4Za 
— V3a 


Z~—b 


a 


b 


•  21  • 


经过切 点而垂 直于切 线的平 面称为 曲线的 法平面 或法面 .下 
面导 出曲线 的法面 方程. 

设曲线 上一点 P， 它所 对应的 参数为 点的 向径是 r(G)， 
P(X，Y，Z) 是 法面上 任一点 的向径 （如图 1  -10)， 则由 
p  —  r(~) 丄  r’（，0) 


图  1-10 


得 到曲线 的法面 方程为 

[/>  — r(，0)]  •  r{t0)  =  0. 

若设  r(t0)  =  {xit0)  9yCt0)  9zCt0)} , 

r  iu)  =  {x  itQ) ，: y’Uo) ，之’ (r0)} ， 

则 由上述 法面方 程得到 

[x  —  x^tQ)~\x\tQ )  +  [y  — : v(l  )]yGo )  + 

\_Z  —  zUQ)~\z\tQ)  =  0, 

这 就是坐 标表示 的法面 方程. 

例 2  求圆 柱螺线 r(^)  =  {acos  ^ ,asin  t，bt} 在 £  =  | 处 的法面 

0 

方程. 

解  r(t)  =  {acos  i ,asin  t，bt} ， 

〆（£)  =  {  — asin  t,acos  t，b) ， 
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时 ，有 
o 


所以 法面的 方程为 


即 


整理 后得到 


+  (z~Jb)b  =  0^ 

aX  -yf2aY-2bZ  +  —b2  =  0. 

3 


2.4 曲线 的弧长 自 然参数 

到现 在为止 ，我 们所取 的参数 〖一 般不具 有几何 意义， 以后在 
理论问 题中， 我们经 常用弧 长作为 曲线的 参数. 

设给出 C1 类曲线 (C): 

r  =  r ⑴， a 

曲线 （C) 上 对应于 rU) 和 r(6) 的点为 尺 和 在 （C) 上 ，介于 P。 
与 之间 ，顺着 f 递增 的次序 ，取 n~l 个点 ，…， Pfi ，它 
们把曲 线分为 n 个 小弧段 （如图 1  _  11). 用 直线段 把相邻 的分点 
连结 起来， 即得一 条折线 ，它 的长是 

n 

On  =  Pi-1  Pi. 

I*=l  • 
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图  1-11 

我们 将证明 ，在所 设的条 件下， 当分点 无限制 地增加 ，同时 无限制 
地加 “密” （即 令； U  =  maxU_iH)， 并使得 HmA„=0) 时，％ 趋于与 

rr-^oo 

- - V 

分点的 选择无 关的一 个确定 的极限 •这 个极限 定义为 曲线段 
的 弧长. 我们还 将证明 ，这个 极限为 

limcr„  =  [  |  r\t)  I  d^.  (1.7) 

rt-^oo  J  a 

设分点 P, 对应 参数匕 （i  =  0，l，2, …， n)， 特别地 t0=a,tn=b. 

这样，  _  %  • 

Pi~\Pi  =  I  )  一  rCti-\ )  I  9 
而 

riti )  一  ) 

= ixiti)  —  ))^i  +  iyiu)  —  + 

(zUi)  —  zCti-i))e3 

= [_x  (if  )^i  +  y’ （t〃i)e2  +  ( ^ ) ^3 1  ( ti  —  ti-\ )  9 

其中 </，/：：， 都是 ^^与 A 之 间的值 •令 

Ri  =  x\t\  )ei  +  y\ {[ ) e2  +  z’ (t 你 i  )e3 ， 

这时 可写成 

r(ti)  —  r(ti-i)  =  Ri(ti  —  ti-i). 

为 了证明 （1.  7) , 我们估 计以下 的差： 

Pi-i  Pi  一  I  r  it i-i  )  I  Cti  —  ti-i  ) 

= [ I  l?i  I  —  I  r  (ti-i )  I  ](i,  —  if-i  ).  (1.  8) 
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现在 


上式中 


I  反  I  — 丨  r  {ti-x  )  I  = 


叫 2  -  |rp 丨 2 

~|^|+  |/(^)| 


= 珩一ou 

I  及 •  |+  |  rCti-i)  | 


珩— [/ •u 

=  {W)]2  +  W)]2  +  k(0]2}- 

{\_x\ti-i)y  +  [_y\ti-i  )]2  +  \_z  iti-i  )]2  } 
=  {[X’G;)]2  -  O’CU]2}  +  {[/(/；)]2  - 
[/(^l  )]2 }  +  { [〆(，， )]2  —  )]2 } ， 

此式 右端的 三项中 ，第 一项是 

=  [_x\t\  )  +  X  Ui-x  )][x/(^-  )  —  x’Uh)] 

其 余两项 是有关 3 /和 2 /的对 应项. 由于 


I  足丨 = \! [工’ (k  )]2  +  [y  (豸)]2  +  [〆(，， )]2 

>  |x’(d) 丨 ， 

I  r， )  I  =  [x’Qh  )]2  +  \_y\ti-i  )]2  +  \_z  {tr-i)~\z 

>  I/Uh)  I ， 

因此 

\x\t\)  +x\tj-Y )  I  /  |z’(K)  I  +  Ij/Oh)  I 
— WT \7u~J\  〜 ~~\Rt\+  |rD| 

与 此同时 ，有关 / 和/ 的两个 不等式 也成立 •根 据以 上计算 ，即得 
I  I 及  I  —  1 1<  W)  —  x\ti-x)  |  + 

1/(4) — y(ki)  |  +  i^(/o  I .  (1.9) 

由于 /u)，y  (〖），〆（£) 在 闭区间 [a，6] 上是连 续的， 从而也 是一致 
连续的 • 因此 ，已给 e>0, 当” 充分大 ，而 每一个 小区间 [[h ，^] 充 
分 短时， 
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—  x  it i~\  )  I  e ， 

I  )  ~  y’(h  )  I  <  e， 

I  z  ( tWi  )  —  z  )  I  <C  e ， 

因此， 在这个 情况下 ，根据 （1.8) 与 （1.9) 有 

|  Pi-i Pi  —  |  / (tr-i)  I  —  if-i )  I  <C  3e(^  —  ti-i) , 

此时 

n 

|(7n  —  X)  I  rUi-0  I  —  ^1 )  I 

t=l 

<2  I  Pi-1  Pi  —  I  rUi-0  I  (ti  —  ti-0  I 

t  =  l 

n 

<c3g  (t{ — 《—I) 

i=i 

=  3e(b  —  a) , 

即有 


n 

lima”  =  lim  ^  |  r  (尤卜1 )  |  (艺: 一 广 h  ) 

”一 oo  woo  i=l 

= I  〆（《） I  dU. 

J  a 

如果 我们以 表示从 rU) 到 r(0 的弧长 ，即 
(7(0  =  J  I  r\t)  I  , 

在此式 中由于 积分的 上限大 于下限 ，所得 到的曲 线的弧 长总是 
正值. 

现 在我们 定义一 新函数 〆£) ， 使 

f  cr ⑴， 当 时， 
s(t)  =  J  0，  当  f  =  a  时， 

I —  (7(0  9 当  f  <  a  时， 


即 
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sCt) = 


(1.  10) 


J'  |ck， 当 ，彡  a， 

£|//0)|山，当，<么 

在 此式中 我们取 〖值可 以大于 a ， 也可 以小于 a， 因此 蚁〖）也 
可能取 负值， 并按上 述规定 增加 的方 向就是 s 增加 的方向 .总 
之 ^ 表示为 积分上 限£ 的函数 

s  =  s(i). 

从 （1.10) 可 以推出 

s\t)  =  |  /(t)  I  >  0. 

由 此可见 ，函数 是 i 的单 调递增 函数. 因 而函数 的 反函数 
存在， 设此反 函数为 t  =  t(s). 把它代 入曲线 的方程 r  =  r(0 中得到 
以 s 为参 数的曲 线方程 

r  =  r(5> , 

即 


X  =  X(5) ， 

y  =  y(s) ， 
z  =  z(s). 


我们把 s 称为曲 线的自 然参数 ，上 式就 是曲线 的自然 参数表 示式. 
从 （1. 10) 可 以得出 

ds  =  |  〆(，） |  ck，  (1.  11) 

或 


或 


ds2  =  r2dt2  =  dr2,  (1.  12) 


d52  =  dx2  +  dy2  +  dz2.  (1.  13) 

由 （1.  12) 还可 以推岀 

dr 

I  r(s) 丨 =  7  =  1，  (1.  14) 

ds 

即 向径关 于自然 参数的 微商的 模等于 1 •也就 是说， 引进自 然参数 
^ 后 ，切 向量〆 G) 是单 位向量 .这 个导向 量称为 单位切 向量. 
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以后我 们用“ 点”代 替“撇 ”表示 向量函 数对于 自然参 数的微 
商. 例如 


d2r 

d7 


，等 等. 


例 3  求双 曲螺线 r=  {acosh  t.asinh  t,at}bk  t  =  0 起 计算的 
弧长. 

Wr  r=  {acosh  i,asinh  t,at) , 
r  =  {asinh  acosh  t9a}. 

从 ^=0 起 计算的 弧长为 


cr=  J。 I  r’ ⑴  I  ck  =  j  ^Jxz  +  y1  +  z2  At 

= J  Va2sinh2  t  +  a2  cosh2  t-\-  a2  dt 
= J  \/a2(  sinh2  i  +  1)  +  a2  cosh2  tdt 

= J  \/a2cosh2  t  +  a2  cosh2  tdt 

= V^asinh  t. 


I 习  m  t 

1.  对于圆 柱螺线 jc=cos  r，3；=sin  求 它在点 （1 ，0,0) 的 切线和 法面. 

2.  求三次 挠曲线 r={at，bt2，ct3} 在点 t0 的 切线和 法面. 

3.  证明圆 柱螺线 r=  {acos  ^,asin  仍 （ _oo<0< +  oo) 的 切线和 z 轴 

成固 定角. 

4.  求 悬链线 （如第 4 题图） r=  |  acosh  —  |  (― oo<f<  +  oo) 从  f  =  o 起 
计算的 弧长. 

5.  求 抛物线 y=bx2 对应于 一agxga 的 一段的 弧长. 

6.  求 星形线 （如第 6 题图） :r=acos3  /,y=asin3  Z 的 弧长. 
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(第 4 题图） 


(第 6 题图） 


7.  求 旋轮线  x=a(i— sin  t) ，: y=a(l  — cos  0 的 0<^<2兀 一 段的 弧长. 

8.  求圆 柱螺线 a:=3acos  j;=3asin  t,z  =  Aat 从它与 *2:3/ 平面的 交点到 
任意点 MU) 的 弧长. 

9.  求曲线 13=3^2>2:^=«2 在 平面: 与: y=9a 之间的 弧长. 

10.  将圆 柱螺线 r  =  {acos  ?,asin  化为自 然参数 表示. 

11.  求用极 坐标方 程^^〆 们给定 的曲线 的弧长 表达式 • 

§3 空 间曲线 

这一节 ，我们 研究空 间曲线 的基本 理论， 主要将 研究刻 画空间 
曲线在 某点邻 近的弯 曲程度 和离开 平面程 度的量 —— 曲 率和挠 
率， 以及研 究空间 曲线在 一点邻 近的近 似形状 ，并找 出决定 空间曲 
线的 条件. 

3.1 空间曲 线的密 切平面 

在 §  2 里我 们已经 讨论过 ，在 C1 类曲线 的正常 点处， 总存在 
一 条切线 ，它 是最贴 近曲线 的直线 .下 面我们 将指出 ，对 于一条 C2 
类 空间曲 线而言 ，过曲 线上一 点有无 数多个 切平面 ，其 中有 一个最 
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贴近曲 线的切 平面， 它在讨 论曲线 的性质 时起很 重要的 作用. 

定义 过空间 曲线上 P 点的 切线和 P 点的邻 近一点 Q 可作 
一平面 a， 当 Q 点沿 着曲 线趋于 P 时 ，平面 a 的极限 位置; r 称为曲 
线在 P 点的 密切 平面. 

现在 我们找 出密切 平面的 方程. 

给出 C2 类 的曲线 （C): 


r  =  r(t). 

设曲线 （C) 上的 P 和 Q 点分别 对应 参数& 和 &+△〆 如图 1-12). 
根据泰 勒公式 有_ 

PQ=  r(t0  +  At)  —  r(t0^ 

=〆 (,o ) △广 (〆’(〜 ） +e)Ai2  9 


图  1  -12 


其中  lims=0. 

A<—0 

因 为向量 〆（&) 和 0 都 在平面 ^ 上， 所以它 们的线 性组合 
—~;LPQ  —  /*’（&)△，]  =  r\t0)  +  £ 

At2 

也 在平面 a 上. 

当 Q 点沿 着曲 线趋于 P 时， △〖—O, 这时 〆（&) 不动 ，但 0, 
这个 线性组 合向量 就趋于 r〃U)， 所 以平面 a 的极 限位置 是向量 
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和 r"U) 所 确定的 平面. 也 就是说 ，如果 #*〃U) 和 曲线在 P 
点的切 向量， U) 不平行 ，即 //(~)\///(^))关(^，这两个向量以 
及 P 点 就完全 确定了 曲线在 P 点的 密切 平面. 

根 据以上 的讨论 ，曲线 (C) 在 PU) 点的密 切平面 (如图 1-13) 
的 方程是 

CR  —  r(to)  9r(t0) ，r"O0))=0， 


图  1  -13 


其中 R=U，Y，Z} 表示 P 点的密 切平面 上任意 一点的 向径. 
上式 也可用 行列式 表示为 

I  X  —  x(i0)  y  —  yGo)  Z  ― z(^t0)  I 


Jc\t0)  : y’ （广 o)  zf  {t0  )  =  0. 

x\t0)  y\t0)  z\t0) 

若曲线 （C) 用 自然参 数表示 


① 对于 曲线上 某一点 U  =  io) 若有 

r  Uo)  X  r’\t。)  =  0 或  rito)  //  r〃(f0)， 

则 这点称 为曲线 上的逗 留点. 以后 我们假 定曲线 上所讨 论的点 为非逗 留点， 即假定 
r(to)  X  /{to)  #  0 或 〆  Ct。） 汷 
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r  =  r(5) ， 

则曲线 （C) 在 PGQ) 点 的密切 平面的 方程是 


或 


(只  r(5。） ，/ *(s。） ，r  (5。）） ==  0 ， 


X  —  x(s0)  Y  —  y(s0)  Z  —  z(s0) 


工 （So)  3^(知）  2T  C  5q  )  ==  0. 


Jo  (<s0 )  y  (s0 )  z  (s0 ) 

注意 ：如果 （C) 是平 面曲线 ，那么 它在每 一点的 密切平 面都是 
曲线 （C) 所在的 平面. 反过来 ，如 果一条 曲线的 密切平 面固定 ，则 
曲 线是平 面曲线 ，因为 这个固 定的密 切平面 经过曲 线上每 一点. 

例 1  求螺线 x  =  cos  t9  ^  =  sin  t,  z  =  i 上点 （1，0,0) 的密切 


平面. 


解 把点 （1，0,0) 代入所 给曲线 方程得 £  =  0. 由所 给曲线 
r  =  { cos  ^ ,sin  tjt} 

可 以求出 

r  =  {—  sin  ty cos  “  1 } ， 
r  ^  {—  cos  t,  —  sin  /,0}. 

把 ^=0 代入得 

r(0)  =  {1，0,0}， 
r’(0)  =  {0,1,1}, 
r〃(0)  =  {—  1,0,0}. 


所 求密切 平面的 方程为 


X-l  Y  Z 

0  1  1=0, 

— 1  0  0 

即 
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-y  +  z  =  o. 


3.2 空 间曲线 的基本 三棱形 


给岀 C2 类空 间曲线 （C) 和 （C) 上一点 P. 设曲线 （C) 的 自然参 
数 表示是 

r  =  r(5) ， 

其中 s 是自 然参数 ，则由 §2 得知 

. dr 

a  =  r  = — 
as 

是一单 位向量 .《称 为曲线 （C) 上 P 点的 单位切 向量. 

由于 |  a  |=1， 根据 §  1 命题 6 可 以得到 

J 丄 a， 

即 

在 ci 上取单 位向量 


P 称 为曲线 （C) 上 P 点的 主法 向量. 
再作单 位向量 


(1.15) 


7  =  a  X 

7 称 为曲线 （C) 上 P 点 的副法 向量. 

我们把 两两正 交的单 位向量 a，p，y 称为 曲线上 P 点 的伏雷 
内 （Frenet) 标架 •由 y  =  a  X  p 知伏 雷内标 架构成 右手系 （如图 
1-14). 

因为 /  ,P//r ，所 以切 向量和 主法向 量所确 定的平 面就是 
曲线 （C) 在 P 点的密 切平面 ，又 因为 办和7 都垂直 于切向 量《 ，所 
以 P 和 7 所 确定的 平面是 曲线上 P 点的法 平面. 至于 cr 和 y 所确 
定的平 面则称 为曲线 （C) 上 P 点的从 切平面 （如图 1  -  15). 
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图  1-14 


图 卜15 


它们的 方程分 别为： 

密 切平面 

(R  —  r,a,p>  =  0, 

或 

CR  —  r,r9  r  )  =  0. 

法平面 

(R  —  r)  •  a  =  0, 

或 

(R  —  r)  •  r  =  0. 

从 切平面 

(R  —  r)  •  p  =  0 , 

或 

(R-r)  •  r  =  0. 

单 位向量 cr，P，y 也称 为曲线 的基本 向量. 由三 个基本 向量和 
密切 平面、 法平面 ，从切 平面所 构成的 图形称 为曲线 的基本 三棱形 
(如图 1-15). 当一点 P 沿曲线 （C) 移动时 ，这 个三 棱形作 为一个 
刚体来 运动. 

对 于曲线 （C) 的 一般参 数表示 

r  =  r ⑴， 


•  34  • 


有 


a  = 


〆  _ 〆 X  /*〃 

7T，y  =  F^T， 


p  =  y  X  a  = 


(〆 • 〆)〆’ 一 （〆 • 〆’)〆 

— I，l  k，Xr"| 


例 2 求 螺旋线 jc  =  cos  t,  3；=sin  t9  z  = 〖在点 （1，0,0) 的切 
线 、法 平面、 副法线 、密切 平面、 主法线 及从切 平面的 方程以 及基本 
向量 a,p,y, 

解 由所 给曲线 


r  =  {cos  t9sin  t9t}  > 

先 计算出 

〆 = {—  sin  “cos  i，l} , 

〆’  = { —  cos  ty  —  sin  i ,0}. 

由螺旋 线方程 x  =  cos  t9  3；  =  sin  t9  z  =  t 可知点 （1 ，0,0) 对 应参数 
尤 =0, 所以 


^*(0)  =  {1，0,0}， 
r  (0)  =  {0，1，1}， 
r〃(0)  =  {—  1,0,0}. 

由 此得岀 ，在 （1，0,0) 点 的切线 方程为 

X-l  =  Y-Q  —  Z-0 


即 


(X—  1  =  0, 

|y-z  =  o. 

法平面 方程为 

(x-i) .  o  +  (y-o)  •  i  +  (z-o)  •  1  =  0, 
y+z  =  o. 

密 切平面 方程为 
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即 


即 


即 


X- 1  y  z 

0  11=0, 

— 1  0  0 


主法线 方程为 


-Y+Z=  0. 

(Y+Z  =  09 

i-y+z  =  o, 


y  =  z  =  o. 

从切 平面的 方程为 

(X-l)  .  l  +  CY-0)  .  0  +  CZ-0)  .0  =  0, 


X  一  1  =  0. 

副法线 方程为 


|Y  +  Z  =  0, 

lx-1  =  0. 

以 下求基 本向量 

n  _  〆  — _ { —  sin  f ，cos ，， 1 } _ 

I〆, 户。  VC-sin  t)2  +  (cos  O2  +1  t=0 

= —— sin  之， cos  1} 

72  f=0 


=  ^<0，1，1K 


p=(yXa) 


(〆 • 〆)〆，一（〆•  r〃)〆 
|/||/X/| 


{-2,0,0}-{0,0,0} 

V2  •  V2 


=  {  —  1,0,0}. 
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rf  乂  / 

y=J7x7]  t=o 


ei 

e2 

e3 

0 

1 

1 

-1 

0 

0 

V2 


{0,  一 1 ， 1} 


{0, 


ia}. 


3.3 空间 曲线的 曲率、 挠率和 伏雷内 （Frenet) 公式 


我们 首先研 究空间 曲线的 曲率的 概念. 在不 同的曲 线或者 
同一 条曲线 的不同 点处， 曲线弯 曲的程 度可能 不同. 例如 半径较 
大的圆 弯曲程 度较小 ，而半 径较小 的圆弯 曲的程 度较大 （如图 
1-16); 又如图 1-17 中所示 ，当 沿着 曲线从 左向右 移动时 ，曲 
线弯曲 的程度 变大. 为了 准确地 刻画曲 线的弯 曲程度 ，我 们引进 
曲率的 概念. 


图  1-16  图  1-17 


要从直 观的基 础上引 出曲率 的确切 的定义 ，我们 首先注 意到， 
曲线弯 曲的程 度越大 ，则从 点到点 变动时 ，其 切向量 的方向 改变得 
越快 .所 以作为 曲线在 已知一 曲线段 PQ 的 平均弯 曲程度 可取为 
曲线在 P、Q 间切 向量关 于弧长 的平均 旋转角 • 

设 空间中 C3 类曲线 （C) 的 方程为 
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r=r(5). 

曲线 （C) 上一点 P， 其自然 参数为 另一 邻近点 h ，其自 然 参数为 
5+M .在 P.P, 两点各 作曲线 （C) 的单位 切向量 aG) 和 CfG+As). 
两 个切向 量间的 夹角是 如图 1-18)， 也就 是把点 A 的切向 
量 平 移到点 P 后 ，两 个向量 cf(s) 和 +  的夹角 
为 △#• 


图  1  -18 

我们用 空间曲 线在点 P 处的切 向量对 弧长的 旋转速 度来定 
义曲 线在点 P 的曲 率. 

定义 空 间曲线 （C) 在 P 点的 曲率为 

kCs)  =  lim  — ， 

厶  S— 0  A5 

其中 “ 为 P 点及其 邻近点 h 间的 弧长， 为曲 线在点 P 和仏 
的切 向量的 夹角. 

再利用 §  1 命题 7“ 一 个单位 变向量 rG) (即 |K0  |  =1) 的微 
商的模 I 的几何 意义是 /*(£) 对于 Z 的 旋转速 度”. 把 这个结 
果应 用到空 间曲线 （C) 的 切向量 cr 上去 ，则有 

k、s)  =  |  a  | . 

由于 ci= 〆 ，所 以曲 率也可 表示为 
k(s)  =  |  r  | . 

由上 述空间 曲线的 曲率的 定义可 以看出 ，它的 几何意 义是曲 
线的切 向量对 于弧长 的旋转 速度. 当曲 线在一 点的弯 曲程度 越大， 
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切向量 对于弧 长的旋 转速度 就越大 ，因 此曲 率刻画 了曲线 的弯曲 
程度. 

对于空 间曲线 ，曲 线不 仅弯曲 而且还 要扭转 （离开 密切平 面）， 
所 以研究 空间曲 线只有 曲率的 概念是 不够的 ，还要 有刻画 曲线扭 
转的程 度的量 —— 挠率. 当曲线 扭转时 ，副 法向量 （或 密切 平面） 的 
位置随 着改变 （如图 1  -  19)， 所以我 们用副 法向量 （或 密切 平面） 
的转动 速度来 刻画曲 线的扭 转程度 （在 一点离 开密切 平面的 
程 度）. 


现在 设曲线 （C) 上 ^ 点 P 的自然 参数为 另一 邻近点 A 的 
自然 参数为 在 P.Pi 两点各 作曲线 （C) 的副 法向量 yG) 和 
/(5+A5). 此两 个副法 向量的 夹角是 如图 1  -  19). 

我们把 §  1 命题 7 应 用到空 间曲线 （C) 的副 法向量 y 上去， 

得到 

|  7  |  =  lim  —  ,  (1.  16) 

As— 0  A5 

此式 的几何 意义是 它的数 值为曲 线的副 法向量 （或 密切 平面） 对于 
弧长 的旋转 速度. 当 曲线在 一点的 扭转程 度越大 （离 开所讨 论点的 
密 切平面 的程度 越大） ，副 法向量 （或 密切 平面） 对于 弧长的 旋转速 
度就 越大. 因此 ，我们 可以用 它来刻 画曲线 的扭转 程度. 

根据 （1.  15) 和曲率 的定义 ，我 们有 
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即 


r  _  a  ^  a 

jTJ  _  ~  h7) 


a  = 

求微商 ，有 

r  =(aX/J)  =  a  xp  +  a  X  =  k(s)  pX  p  +  aX 
因而 


(1.17) 

= a  X  p ， 


士丄 a. 

又因为 y 是单 位向量 ，所以 
由以 上两个 关系可 以推岀 


y  //  p.  (i.i8) 

现在 我们给 岀挠率 的定义 如下： 

定义 曲线 （c) 在 p 点的 挠率为 


〔+  |少|， 当 ★和 p 异向， 

t(s) =  < 

{-  Irl， 当 ★和 P 同向. 

挠率 的绝对 值是曲 线的副 法向量 （或 密切 平面） 对 于弧长 的旋转 
速度. 

根据 （1.18) 及 挠率的 定义有 


r  =-z(s)p.  (i.i9) 

另外 ，对 求微商 ，并 利用 （1.19) 和 （1.17)， 可以 推导出 

p=  (y  X  a)  *  =  7  X  a  +  y  X  a 

=— r(5>P  X  a  4-  7  X  kis)fi  (1.  20) 

=— k(s)a  +  r(s)y. 

公式 （1. 17),  (1.  20),  (1.  19) 称 为空间 曲线的 伏雷内 （Frenet) 公 
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式 ，即 


Of  ~  k(s)  ， 

$  =—  k(s)a  +  Tds)y,  (1.  21) 

7  =—  vCs)p, 

这 组公式 是空间 曲线论 的基本 公式. 它的特 点是基 本向量 cr、p、y 
关 于弧长 5 的微商 可以用 a、p、y 的线性 组合来 表示. 它的 系数组 
成反称 的方阵 

'  0  k(s)  0  ' 

一 k(s)  0  r(5> 

0  -r(5)  0 

以下导 出曲率 和挠率 的一般 参数表 示式. 

若给出 C3 类的空 间曲线 （C) 

r  =  r ⑴， 

则有 


所以 

r  X  r 

由 上式得 

注意 上式中 


,  dr  ds 

. ds 

V 

= - - = 1 

d5 

r  dt9 

.d2s 

— d; 内 2 

~Ts\dt>  + 

. d2s 

r  d7  = 

r  d7 

. ds 

「 ../d5\2  , . 

d2r 

r  —  X 

r  —  +  r 

dt 

L  \At) 

d7. 

^5\2  .  d2S 


X 


1  d5 、 


I  〆  X  r"|  =  I  r  I  I  r  I  sin  Q. 


I  r  I  =  l,r  J_  厂 ，宇 = I〆  I ， 

d 尤 


因而有 


|/Xr"|  =  々|/|3. 
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由此 得到曲 率的一 般参数 表示式 

|r，Xr"| 


k 


|r  |： 


再由 伏雷内 公式的 （1.  19) 式 


两 边点乘 P 得 


7  =一  rfi, 


7  *  P  — —— t/5  •  p9 


因而 


t  =—  y  •  p=  y  • 


(a  X  p)  •  ( j 


( r ,  r  ,  7  ) 

= ^ k2 

|/|6(r,fVr) 

" (7x77 

再把 


/  •  d.5 

r  =  rdt9 

,,  ../d5\2  .  d2S 

r  =  rU  +1， 

r-  =  7(^)3+3-^r 
ck  ck2 


代入 (r'r"，〆"） 中得 


(〆，，，)  =  (^)6(i：,r,7)  =  |/|6(；,^,7), 

所 以得到 

(〆,〆'，） 

r  — (〆  X  r〃)2  • 

这 是一般 参数表 示的挠 率计算 公式. 

空 间曲线 （O 在 一点的 密切圆 （曲 率圆） 是 过曲线 （C) 上一点 

PG) 的 主法线 的正侧 取线段 PC， 使 PC 的长为 以 C 为 圆心， 

以+ 为半径 在密切 平面上 确定一 个圆， 

这 个圆称 为曲线 （C) 在 PU) 点 的密切 
圆 （曲 率圆） ，曲率 圆的中 心称为 曲率中 
心， 曲率圆 的半径 称为曲 率半径 （如图 
1-20). 

例 3  求圆 柱螺线 r={  acos  6, 
asin  e，bd}  (  —  +  oo) 的曲率 |P 

挠率. 

解 由 圆柱螺 线方程 

r  =  {acos  ^,asin  d，bd} ， 

先计算 

〆= { —  asin  ^,acos  09b} , 

〆’= { —— acos  —— asin  汐， 0} ， 
r”’  =  {asin  d9  —  acos  沒， 0} , 

于是有 


I  〆  I  =  y/a2  +  b2 . 


〆 X  /  = 


ei 

一  asin  d 
— acos  6 


e2 

acos  d 
— asin  0 


e3 

b  =  {a^sin  d,  —  ab cos  d，a2} ， 
0 
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|/Xr" 卜  Va2b2+a\ 

代入 曲率和 挠率的 公式得 

々— |  〆  X  〆’  |  一  a  Va2  +  b2  _  a 

I〆!3  ( vV  +62)3  a2  +b2' 

_  (〆,，，） _  ba2  _  b 
r=  (/X/)2  =  a2d2+a4  =  a2+d2' 

由以 上可以 看出， 圆柱螺 线的曲 率和挠 率都是 常数. 

例 4 证明曲 率恒等 于零的 曲线是 直线. 

证明 已知 6=|  /  |三0, 因而 

r  =  0, 

由 此得到  /=a (常向 量）. 

再积 分即得  r=as  +  b9 

其中 6 也是常 向量. 这是一 条直线 的参数 方程. 

例 5 证明 挠率恒 等于零 的曲线 是平面 曲线. 

证明 若 则 y 是固定 向量， 但是我 们已知 
$a  •  Y  =  09 

因而有 

r  •  Y  =  09 

积 分后得 

r  •  y  =  a (常 数）， 

所以 曲线在 一个平 面上， 即曲线 是平面 曲线. 

读 者试证 上例的 逆命题 ：“平 面曲线 的挠率 恒等于 零”. 
我们 称挠率 不恒为 0 的曲 线为挠 曲线. 


3.4 空间曲 线在一 点邻近 的结构 

我 们在这 里研究 空间曲 线在某 一个正 常点的 邻近的 形状. 

在 C3 类曲线 r=r(s) 上 取一点 r(s。）， 为了 研究点 r(5。） 邻近 
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的形状 ，在它 邻近再 取一点 /•(&+&)( 如图 1-21). 利用 泰勒公 
式有 

/•(s。 +  As)  —  r( s0)  =r(50)A5  +  —  r  (s0)(As)2  + 

^ ! 

~(  r  Cs0 )  +  e)  (A5)3  y 


图  1  -21 


其中  lims=0. 

Ar-0 

由于 

r  =  a9 
r  =  kfi, 

r  —  kp  +  kp  =  kfi-\-k{  —  ka  zy)  =  —  k2a  kfi  kzy  > 

所以 

+  A5)  —  r(s0 )  =  a0  A5  +  -^-kofioi/^s)2  + 

1  . 

—  kla0  +  k0fio  +  k0ToYo  +  «) ( Ai)3 , 

D 

其中  e  =  €i«0  +e2fio  +e3y。 ， 而  a。 、P。 、y。 、々。 、r。 等表 示在点 r(s0) 
的值. 
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由上 式可得 


r(s0  +  A5)  —  r(s0 )  =  A5  +  — ( —  k\  +ei )  ( A5)3  a0  + 


—k0  (  A5)2  H-  +  62  )  (  A5)3  \po  +  —(,kQTo  +£3)  (A5)37q. 


如果在 每一 个分量 的系数 中只取 第一项 ，则有 


^50  +  A5)  —  r(50) = 仏!!。 +  —ko  (A5)2p0  +  —k0To(As)3y0. 


现在取 [|*(5<));«。，你，7()]为新坐标系，并取 为计 算弧长 
的始点 ，则有 50=0,A5=5. 如果 $， 7/，？ 为曲 线上点 (5。） 的 邻近点 
的 新坐标 ，则有 


(1.  22) 


它可以 看作在 r(sQ) 点邻近 ，曲线 r=  ^(5) 的近似 方程. 由此 看出， 
曲线 在某点 的曲率 和挠率 完全决 定了曲 线在该 点邻近 的近似 
形状. 

下面 我们通 过曲线 （1.  22) 在基本 三棱形 的三个 平面上 的投影 
来观 察曲线 在一点 邻近的 形状. 

近似 曲线在 法平面 彡=0 上 
的 投影是 

(6  =  0)  ,7；  =  ~rkQs2 = 冬 々0r0s3 
2  6 

消 去参数 $ 后有 

($=  0)  ,^2  =  ,  ’ao 

9々0 

它是 半立方 拋物线 （如图 1-22). 
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图  1  -  22 


曲 线在从 切平面 rj=0 上的 投影是 

(7=  0)，$=  5,f  =  ^0r053  , 
6 

消 去参数 s 后， 有 

(7  =  0) ， ？ = 备 ， 

D 

它 是立方 拋物线 （如图 1-23). 


曲 线在密 切平面 （=0 上的 投影是 

^=0)9r,=  jk0f9 

它是 拋物线 （如图 1-24). 

通过 画出以 上三个 投影的 立体图 形就可 以看出 空间曲 线在一 
点邻 近的近 似形状 （如图 、1  -25). 

从 以上分 析可以 看岀： 

1° 曲线 穿过法 平面和 密切平 
面， 但不穿 过从切 平面. 

2° 主法 向量凡 总是指 向曲线 
凹入 的方向 ，这 是主法 向量正 向的几 
何 意义. 

3° 挠率 的符号 对曲线 的影响  图卜^ 
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如下: 


ro<0 

S 

V 

- 

一 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

- 

ro〉0 

5 

e 

V 

— 

— 

+ 

一 

+ 

+ 

+ 

+ 

(如图 1-25 左） 曲线由 下往上 成右旋 曲线. （如图 1-25 右） 曲线由 上往下 成左旋 曲线. 


3.5 空 间曲线 论的基 本定理 

曲 线的每 一点都 有确定 的曲率 和挠率 ，如果 以弧长 为参数 ，则 
有 k  =  kQs) ，r=r(5). 这两个 关系 式只与 曲线本 身有关 ，而 与曲线 
的刚体 运动及 空间坐 标变换 无关. 我们把 A  =  称为空 

间曲线 的自然 方程. 

在上 一小节 里已经 说明了 空间曲 线的形 状局部 地大体 上由曲 
线 的曲率 和挠率 所确定 .下 面我们 将证明 ，曲 线的自 然方程 局部上 
完全 确定了 曲线. 

空 间曲线 论的基 本定理 给出 闭区间 [5。 ，51] 上的两 个连续 
函数〆 5)>0、0(5) ，则除 了空间 的位置 差别外 ，惟 一地存 在一条 
空 间曲线 ，使 得参数 S 是曲线 的自然 参数， .并且 〆$) 和 〆$) 分别 
为曲线 的曲率 和挠率 ，即 曲线的 自然方 程为是 = 

为了确 定曲线 的位置 ，设 5  =  50 时， 曲线对 应空间 Po 点 （即 
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r(5o)=rQ)， 并 且在该 点的基 本向量 为给定 的两两 正交的 右手系 
的单 位向量 、凡 、y0. 

证明 （i) 以 和 0G) 为系数 建立一 个微分 方程组 


dr 


-j—  =  <pCs)Pj 
as 


— (pCs)a  4-  0(5)7, 


dy 


=— 0(5)P. 


(1.  23) 


根 据微分 方程组 解的存 在定理 ，此 方程组 对于初 始条件 5=50 
时  a=aQ  9p=fio  »r=y0 有惟 — 组解： 

r  =  ris)  ,a  =  a(s)  =  P(5) ，y  =  7(5) , 

这是以 r。 为 端点的 曲线. 

(n) 再 作微分 方程组 


d  、  o  da 

d5  as 

d  dy 

—(y  •  r)  =  2y  • 

ds  ds 

j-(a  •  P)  =  •  P  +  a  • 

as  ds  ds 

^-(P  •  r)  =  ^  •  r+p  • 

as  d5  ds 

d  f  dy  da 

as  ds  ds 


利用 （1.  23) ，则上 述微分 方程组 可成为 
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—  (a  •  a)=2(p{s)p  •  a, 
as 

-^-(p  •  p)  =  —  2<p(s)fi  •  a+20<5>p  •  y, 
a5 

-^-(y  -  yy>  =  —  2Ms)y  •  p, 
as 


d 

ds 

d 

d5 

! 

[ds 


(1.24) 


—  (a  •  p)  =<p(s)p  •  p—9(s)a*  a+0(5>y  •  a , 

a5 

-j-(p  •  y)  =  (p(s)y  •  y—<p(s)a  •  y— 0(s)/J  •  p, 
(7  •  a)  =99(5)7  •  p—(p(s)p  •  a, 


由 已 知条件 史(5) ，0(s) 在 [知 ，力] 连续； s=5。 时 a。 、p。 、y。 是两 
两正交 的右手 系的单 位向量 ，即 

cfo  •  cio  =  1 ， 於。 •  fio  =  1 ， y。 •  yo  =  1 ， 

CPo  •  fi(J  =  0  yfio  •  y。 =  0 ， y。 •  Cf。 =  0 ， 
tto  X  Po  •  7o  =+  1. 

根据 微分方 程组解 的存在 定理， 存在惟 一的一 组解. 但是当 
a  •  a  =  l^p  •  p  =  1 •  y  =  19 
a#p  =  0,p*y  =  0>y#a  =  0  (1. 25) 

时 方程组 （1.  24) 被满足 ，所以 它们是 （1.24) 的一 组解. 

由上述 （1.  25) 可知 a.p.y 是两 两正交 的单位 向量. 于是有 
(a，p，y)  =±  1 ， 

但是 混合积 (a，p，y) 是 s 的连续 函数， 由于当 5  =  50 时 它等于 +  1， 
所 以对于 所有的 s 都为 +  1， 即 ct，p，y 成 右手系 • 

由 此得出 ct，P，y 是两两 正交的 构成右 手系的 单位向 量. 

(iii) 由于 已得到 aG)， 把 （1.  23) 中的第 一个式 子两端 积分， 
利用初 始条件 『0。）=  /*。 即 得曲线 的方程 

r  =  r0  +  a(5)d5.  (1.  26) 

」 s0 
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(iv)  因为 I  P|  =  |a(5)l=l, 所 以弧长 

a  =  I  r  I  d5  =  d5  =  5  —  50  > 

J  S0  J  50 

即 a=5-50. 若取 4=0, 则得 ^=5, 这 就是说 S 为曲线 的自然 
参数. 

(v)  由# =a 可知 ce(s) 为 曲线的 切向量 .再由 I  I  = 

as 

\<pds)p\  =pG)， 可得 pU) 为 曲线的 曲率. 由 （1.  23) 中的第 二式可 
知 /K5) 是所 求曲线 的主法 向量. 再根据 （ii)，y(d 是 曲线的 副法向 
量. 所以 a(s) ，/ K5) ，y(s) 是曲线 的基本 向量. 

(vi)  曲线的 挠率为 

_  ( r ,  r  ,  *r  )  _  (a，<p(s)P，^s)p~\~  q>(s) fi) 

T  — - - - - 

k2  k2 

_  ( —  <p2  (s)a  +  <p(s)(p(s)y) ) 

=  k2 

_  <p2  (s)(p(s)  (a,p,y) 

=  ~k2 

= (p(s). 

由以上 可见， 由方程 （1.26) 所确 定的曲 线是以 s 为自然 参数， 
pO) 为曲 率，〆 s) 为 烧率的 曲线. 

现在 证明惟 一性. 

设 ((^)和（(：2) 是两条 曲线， 它们在 对应点 s 有相同 的曲率 
Ms) 和挠率 r(s)， 经过适 当的刚 体运动 ，可以 使曲线 （0)和（(：2) 在 
对应 于自然 参数为 & 的点 连同在 这点的 基本三 棱形相 重合. 

我们设 价 、凡 和 a2 、y2 为 分别对 应于曲 线 (G ) 和 （C2 ) 
的基 本向量 •两组 向量函 数 ai  (s)、fr  (shy! ⑴和 a2(s)、p2(s)、 
y2U) 都是 方程组 （1.  23) 的解， 并且这 些解具 有相同 的初始 条件. 
根据 微分方 程论的 解的存 在定理 ，这两 组解是 完全相 同的. 特别是 
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«i  Cs)  =a2  (s) 即 =  ^ •，积 分 后得到 
as  as 

ri(5)  =  r2  (5)  +c(c  为常向 量). 

但是 ， 于是有 c=0, 所 以得到 

ri  (5)  —  r2  (5). 

因此 ，曲线 （(^)与（02) 重合 ，这 就是说 ，曲线 (0和（(：2)在空间只 
有 位置的 差别. 

根据上 述定理 ，曲 线除 了在空 间中的 位置外 ，由 它的自 然方程 
k  =  k(s)  ,r  =  r(5) 

惟 一 ^地 确定. 

3.6  — 般螺线 

空间曲 线论的 基本定 理指岀 ，曲 线的曲 率和挠 率完全 决定了 
曲线的 形状. 当曲线 的曲率 和挠率 之间满 足多种 不同的 关系时 ，就 
会得 到不同 类型的 曲线. 例如 4  =  0 时为 直线， r  =  0 时为 平面曲 

线 •在 这部 分我们 对常见 的曲线 - 般螺 线进行 较为详 细的讨 

论 ，这对 于进一 步了解 曲线的 理论是 非常必 要的. 

我们在 §2 中已介 绍过圆 柱螺线 ，它 
是在一 张长方 形的纸 上画一 条斜的 直线， 

当纸卷 在圆柱 面上时 则斜线 卷成了 圆柱螺 
线 .如 果把同 样的纸 卷在一 个任意 的柱面 
上 ，那 么斜线 卷成一 般螺线 （如图 1-26). 

从直 观上可 以看出 一般螺 线的切 线和柱 
面 的母线 交于固 定角. 

定义 切线和 固定方 向作固 定角的 
曲线称 为一般 螺线.  图 1-26 

一 般螺线 还有下 面几个 性质： 

1° 主 法线与 一个固 定方向 垂直. 

证明设 P 是固 定方向 上的一 个单位 向量. 根 据一般 螺线的 
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定义 ，可 知它的 切向量 和 P 作固定 角0> ，即 

a  •  p  =  cos  co  9 

两边取 微商得 

a  *  p  ==  0  j 

因此得 

kp  •  p  =  0. 

由于 々关 0( 我们假 定除去 直线的 情况） ，可 以得到 

P  •  p  =  0. 

2° 副法线 与一个 固定方 向作固 定角. 

证明 由 1° 知 P 与 p 垂直， 所以， p，a，y 共面. 又因为 《与7 
垂直 ，且 P 与 a 作 固定角 ，因 此得出 p 与 y 也作固 定角. 

3° 曲率和 挠率之 比为一 个定比 ，即土  = 常数. 

T 

证明 由 1° 的结论 P  •  p  =  0 可得 


因此有 


P  •  p  =  0. 


( 一 ka  +  ry )  •  p  =  09 


— ka  •  p  +  ry  •  p  =  0. 
设 a 与 p 的 夹角为 a; (定 角） ，所以 上式为 

— 々cos  士  rsin  co  =  0  9 
即 


— =士  tan  o； (常 数）. 

T 


可以证 明以上 1°、2°、3° 的结论 不但是 必要的 ，而 且也 是充分 
的. 在这 里我们 只证明 3° 的 结论是 充分的 ，其余 留给读 者证明 • 
如果 


r 
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作向量 


r 


因为 


r  +  ^a  =-tP  +  tP  =  o, 
k 

所 以向量 r+fa 是常 向量， 并且与 Cf 作 固定角 ，因 此曲线 是一般 
k 


螺线. 

以 上性质 1°，2°，3° 可以看 作一般 螺线的 等价定 义. 

最后 ，我 们来求 一般螺 线的一 种标准 方程. 

设柱面 的母线 平行于 z 轴， 则可令 P  =  再设 一般螺 线的方 

程为 


于是由 


r  —  r(s) , 


得到 

即 


a  •  p  =  cos  a) 


a  •  e3  =  cos  coy 


dr  dy  dz 
d5  ^  ds  ^  ds 


)•  {0,0,1} 


= COS  (09 


因而有 

dz 

— = COS  O). 
ds 

若令 z  =  0 时 s=0, 则 


Z  =  5COS  CO. 

于是一 般螺线 的方程 就成为 

r  =  {x(s) ，: y(s)  ,5COs  co)  > 
其中： rG)，3Ks) 为任意 函数. 
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1.  求圆 柱螺线 x  =  acos  t,  ^  =  asin  t,  z  =  &在 任意点 的密切 平面的 
方程. 

2.  求曲线 x=isin  t9  y=tcos  t,  z=tel 在原点 的密切 平面、 法平面 、从切 
平面 、切线 、主 法线、 副法线 方程. 

3.  证明圆 柱螺线 x  =  acos  t,  y  =  asin  t,  z=bt 的主法 线和； z: 轴垂直 
相交. 

4 . 在 曲线 J：=cos  acos  t,  y=cos  asin  t,  z=tsin  a 的副法 线的正 向取单 
位长 ，求 其端点 组成的 新曲线 的密切 平面. 

5.  证明 球面曲 线的法 平面通 过球的 中心. 

6.  证明过 原点平 行于圆 柱螺线 r=  Ucos  ?， asin  t,  的 副法线 的直线 
轨迹 是锥面  a2(x2+：y2)=62Z2. 

7.  求以下 曲线的 曲率和 挠率： 

(1)  r={acosh  ?,flsinh  t,at)； 

(2)  r=  {a(3t  —  t3),3at2 ，a(3«+f3)  }  (a>0). 

8.  曲线  r={cos3  Gsin3  hcos  2f}， 求 ：（1) 基 本向量  cr、P、y;  (2) 曲率和 
挠率； （3) 验证 伏雷内 公式. 

9.  证明如 果曲线 的所有 切线都 经过一 个定点 ，则此 曲线是 直线. 

10- 证明： 如果曲 线的所 有密切 平面都 经过一 个定点 ，则 此曲线 是平面 
曲线. 

11. 证 明如果 一条曲 线的所 有法平 面包含 常向量 e, 那么 这曲线 是直线 
或平面 曲线. 

12- 证 明曲率 为常数 的空间 曲线的 曲率中 心的轨 迹仍是 曲率等 于常数 
的 曲线. 

13.  证 明曲线  x=l  +  3f+2f， y=2-2t~\~^9  z=l~t2 为平 面曲线 ，并 
求出 它所在 的平面 方程. 

14.  设在两 条曲线 r、f 的 点之间 建立了 一一 对 应关系 ，使 它们在 对应点 
的切 线平行 •证 明它们 在对应 点的主 法线以 及副法 线也分 别平行 • 

15.  设在两 条曲线 r、r 的 点之间 建立了 一一 对 应关系 ，使 它们在 对应点 
的 主法线 总是互 相平行 •证明 它们在 对应点 的切线 作成固 定角. 
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16.  若曲线 r 的主法 线是曲 线尸 的副 法线， r 的曲率 、挠率 分别为 k、T， 
求证是 =又0( 是 2+r2)， 其中 A0 是 常数. 

17.  曲线 r=  | a(i— sin  t)  ,a(l  — cos  0  ,4acos  +  1 在哪些 点的曲 率半径 
最大？ 

18.  已 知曲线 （C)6C3:r=rG) 上一点 r(s。） 的邻 近一点 r(s0  +  As), 求 
〆&  +  △$) 点到 r(s。） 点的密 切平面 、法 平面 的距离 （设 Ks。） 点的 曲率、 挠率分 
别为 & ，r。）. 

19.  如 果曲线 r:r=f(S) 为一般 螺线， a，p 为 r 的切 线向量 和主法 向量， 
尺为 r 的曲 率半径 ，证明 r：?ds)=Ra-  ^ pds 也 是一般 螺线. 

20.  证明一 条曲线 r=r(s) 为一 般螺线 的充要 条件是 （ P， )=0. 

21.  证明一 条曲线 的所有 切线不 可能同 时都是 另一条 曲线的 切线. 

22.  设在两 条曲线 （C)、(C) 的 点之间 建立了 一一 对 应关系 ，使它 们在对 
应 点的切 线平行 .证 明它们 在对应 点的主 法线以 及副法 线也分 别平行 ，而且 
它们的 挠率和 曲率都 成比例 ，因 此如果 （C) 是一般 螺线， （C) 也 是一般 螺线. 
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5S  " —  ss 
索_圉 


曲面论 

§  1 曲面 的概念 


1.1 简 单曲面 及其参 数表示 

平面上 不自交 的闭曲 线称为 若尔当 （Jordan) 曲线. 若 尔当曲 
线分 平面为 两部分 ，并且 每一部 分都以 此曲线 为边界 ，它们 中间一 
个是 有限的 ，另 一个是 无限的 ，其 中有限 的区域 称为初 等区域 .换 
言之 ，初等 区域是 若尔当 曲线的 内部. 例如 ，正方 形或矩 形的内 
部， 圆或椭 圆的内 部等都 是初等 区域. 

如果 平面上 初等区 域到三 维欧氏 空间内 建立的 对应是 一一 
的， 双方连 续的在 上映射 ，则我 们把三 维欧氏 空间中 的像称 为简单 
曲面. 

实例： 一矩 形纸片 （初等 区域） ，可 以卷成 带有裂 缝的圆 柱面， 
如 果矩形 纸片是 橡皮膜 ，还 可进一 步使它 变为圆 环面. 

我 们假定 以后所 讨论的 曲面都 是简单 曲面. 不另作 声明. 

根 据上述 曲面的 概念. 我们可 以建立 曲面的 方程. 

给 岀平面 上一初 等区域 G,G 中 的点的 笛卡儿 坐标是 U，i；)， 
G 经过上 述映射 / 后的像 是曲面 S. 对于空 间的笛 卡儿坐 标系来 
说， S 上的 点的 坐标是 (: 这 样我们 可以具 体写出 / 的解析 
表 达式： 
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(2.1) 


0C  =  f\  Cu,v) ，： y=/2  (uyv)  9 
z=f3  (u9v)  9  (u9v)  G. 

(2.  1) 称 为曲面 S 的参 数表示 或参数 方程， m 和 t; 称 为曲面 S 的参 
数 或曲纹 坐标. 

习惯上 ，我 们常把 （2.  1) 中的 函数关 系符号 力、/2 和 /3 分别 
写成: r、y 和 z， 即把 （2.1) 写成 

x  =  xiu,v)  ,y=y{u,v) ,  , 

k  •丄  J 

z=z(uyv)  9  ^：G. 

我们有 时也把 曲面的 参数方 程简写 成向量 函数的 形式： 

r=r(u,v)  >  (m,x»)  6G.  (2.  2) 

实例： 

(i) 圆 柱面: G  是长 方形， m=0，w=；2：，O<^<27c，一oo<z<  +  oo 
(如图 2-1). 


图 2-1 


圆柱面 的参数 方程为 

x  =  Rcos  6yy  =  Rsin  d^z=z9 

其中 尺为 截圆的 半径. 

(ii) 球面: G 是长 方形， “=〆 经度 >，!；= 沢纬度 ：)， 一晋 <沒< 
f ，0<^)<2兀 (如图 2-2). 
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图 2-2 


球面 的参数 方程为 

x  =  Rcos  6 cos  <p^y  =  Rcos  dsin  (pjZ=Rsin  d, 

其 中尺是 球面的 半径. 

(iii) 旋 转面： 考虑工 Oz 平 面上的 一曲线 （C): 

x=<p(t)>Q，z=(p(t) ，一oo<t<  +  oo. 

把此 曲线绕 z 轴旋转 ，则得 一曲面 ，称 为旋 转面. 它的 G 是一 长方 
形， “  =(9，1；=^，0<0<271，一00<0<  +  00(如图 2-3). 


图 2-3 


旋转面 的参数 方程为 

x=<p(t)cos  d9y=<p(Os[n  d ， z= tp(t\ 

上面 介绍的 （2.1)' 或 （2.  2) 中 的参数 M  a 就是 曲面的 曲纹坐 
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标. 直 观来说 ，我 们把曲 面上的 点在上 述映射 / 下的 原像 （G 中的 
点） 的 坐标定 义为曲 面上点 的曲纹 坐标. 

初 等区域 G 所在 平面 上的坐 标直线 t；= 常数或 常数 在曲 
面上 的像称 为曲面 的坐标 曲线. 使 常数而 “变 动时的 曲线叫 
做“ 一曲线 ，同样 常数而 I； 变动 时的曲 线叫做 一 曲线. 两族 
坐 标曲线 M —曲线 常数） 与 一曲线 U= 常数） 在曲面 上构成 
的 坐标网 ，称为 曲面上 的曲纹 坐标网 （如图 2-4). 

实例： 


图 2-4 


(i)  圆柱面 0 —曲线 常数） ：是 垂直于 z 轴的平 面和圆 
柱的 交线， 它们都 是圆. 

z —曲线 (0=常 数）： 是圆柱 面的直 母线. 

(ii)  球面  曲线 （0= 常数） ：是 球面上 等纬度 的圆一 
纬线. 

沒 一曲线 （p  = 常数） ：是 球面上 过两极 的半圆 —— 子午线 （经 

线). 

(iii)  旋转面 0 —曲线 常数） ：是 垂直于 z 轴的平 面和旋 
转面 的交线 —— 平行圆 （纬 线）. 

£ 一曲线 (0= 常数） ：是 旋转面 的母线 —— 子午线 （经 线）. 

1.2 光 滑曲面 曲面的 切平面 和法线 

如果曲 面方程 
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或 


x=x(u9v)  9y= yCu9v)  yz=z(uyv) 


r=r{uyv) 

中的 函数有 直到々 阶 的连续 偏微商 ，则 称为& 阶正则 曲面或 C* 类 
曲面. 特 别地， C1 类曲 面又称 为光滑 曲面. 以后我 们假定 所讨论 
的曲面 都是光 滑的. 

过 曲面上 每一点 （w。 ，v0) 有一条 w — 曲线： 
r=r(M,t；o)  > 

又 有一条 u  — 曲线： 


r=r(w0 ，v). 

在 曲面上 （&，队） 点处 的这两 条坐标 曲线的 切向量 分别为 
ru(w0  »^o)=|^(w0  9 v0)  yrviu0  >Vo)  =  |^(w0 ，v0) ， 


如 果它们 不平行 ，即 匕乂匕在（叫，1；())点不等于零，则称（叫，仇）点 
为 曲面的 正常点 ，以 后我们 只讨论 曲面的 正常点 • 

根据 和〜 的 连续性 （因 为曲 面是光 滑的） ，如果 rKXfv 在 
(心，1；。）处不为零，则总存在（心，1；。）的一个邻域 使得在 此邻域 
内， r„Xrv 关 0. 于是 ，在 这片曲 面上， 有一族 m —曲线 和一族 曲 
线： 经过曲 面上每 一点有 惟一的 一条“ 一曲线 和惟一 的一条 ^ 一曲 
线 ，而 且这两 族曲线 彼此不 相切. 这 样的两 族曲线 称为曲 面上的 
一个 正规坐 标网. 

由于在 正常点 的邻域 U 内 r„X 匕弇 0, 即矩阵 
dx  dy  dz 
du  du  du 

dx  dy  dz 
dv  dv  dv 

的秩为 2, 换言之 ，三个 行列式 


dx  dy 

dy  dz 

dz  dx 

d(x,y)  _ 

du  du 

3(y9z)  _ 

du  du 

5(z,x) _ 

du  du 

d{u9v) 

dx  dy 
dv  dv 

y  d{uyv) 

dy  dz 
dv  dv 

J  d(ujV) 

dz  dx 
dv  dv 
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中总有 一个行 列式在 （w。， I；。） 的邻域 LT 中不 为零. 假设第 一个行 
列式不 等于零 ，则由 隐函数 的存在 定理， 

jo  =  x(u9v)  9y  =  y(u9v) 

在 U 中 存在惟 —— 对 单值的 连续可 微函数 
u  =  u(x , y)  9v=v(x 9y). 

把上 式代入 (2.  IV 中的最 后一个 方程， 则曲面 在邻域 LT 上 的参数 
表示可 以写成 

z  =  z[u(sc9y)  9v(x9y)J  =  z(j：9y) , 

即 

z=z(x9y).  (2.  3) 

(2.  3) 为 曲面特 殊的一 种参数 表示. 于是我 们得到 

命题 1 曲面 在正常 点的邻 域中总 可以有 （2.  3) 形式 的参数 
表示. 

若 曲面上 点的曲 纹坐标 由下列 方程来 确定： 

u=u{0 ，v=v(t) ，  (2.  4) 

其中 〖是 自变量 ，把 它们代 入曲面 的参数 方程中 ，则 这种点 的向径 
可以 用复合 函数来 表示： 

r=r[w(i)  =  (2.  5) 

于是 r 可以表 示为一 个变量 i 的函数 ，且当 r 在某 一区间 上变动 
时， /* 的终 点在空 间中描 绘一条 曲线. 因此 (2.、） 或 （2.  5) 在 曲面上 
确定某 一曲线 ，这 曲线在 曲面上 （⑷ ，队） 点处 的切方 向称为 曲面在 
该 点的切 方向或 方向. 它 平行于 

〆 ⑴ =ru 棠 +  rv 普，  （2.6) 

其中 ru,rv 分 别是在 （〜， 队） 点 的两条 坐标曲 线的切 向量. 

上 式说明 /⑴， ru,rv 共面， 所以有 

命题 2 曲 面上正 常点处 的所有 切方向 都在过 该点的 坐标曲 
线的 切向量 rw 和 g 所决 定的平 面上. 

我们 称此平 面为曲 面在这 一点的 切平面 （如图 2-5). 
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图 2-5 


(2.  6) 还可以 简写成 


dA，Hd^  +  rO, 

由此可 见，〆 ⑴所 决定的 曲面的 切方向 ，完全 依赖于 #和¥ 的比 


值 dw  :  da 因此， 以后我 们说到 给出曲 面上某 点的一 方向时 ，就 
是指 给岀了 心 ： dz;. 

下面 我们导 出曲面 上一点 Po(wQ，t；。） 的切 平面的 方程. 若设 
K(x，3；， 幻表 示切平 面上的 任意点 M 的向径 ，则根 据切平 面的定 
义 ，向量 JR  — Kw。，!；。） 与向量 r^UoJohrjM。，!；。） 共面. 由 此得出 
曲面上 尸。 （仅。，*^。） 点的切 平面的 方程为 


(只 一 r(w。 ，幻。） ，ru(w。 ，幻。） ，i%；(w。 ，幻。）） =  0, 

或写 成坐标 的形式 


X  —  x(.u0  yv0)  Y  —  y(u0  ,v0)  Z  —  z(u0  jv0) 
•r“ （  Mo ， 队 ）  3；„  (  )  zuCu0  9  v0) 

xviuQ  9  v0)  yv(u0  9v0)  zv(u0  9  v0  ) 

对 于曲面 （2.  3) 形 式的参 数表示 

r  =  {x ，jy， 之 (工 ，: y)  } ， 

rx  =  (1 ,0,p)  ,  ry  =  (0,1,^) , 


=  0. 


其中 
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曲面 的单位 法向量 

由于 曲面的 法线是 通过点 并且平 行于法 方向的 
直线， 因而它 的方程 可写为 


R  =  /*  + A(r“  X  rw) ， 

其中 K(X,Y，Z) 是 法线上 的任意 一点， A 是决 定点 K 在法 线上的 
位置的 参数. 

用坐标 表示的 法线方 程具有 如下的 形式： 


X  —  xCu0  yV0)  _  Y  —  yCu0  yV0) 
yu(u0  9 v0)  zuCu0 , v0)  zu(u0  j v0)  jouCu0  9 v0) 

yv(u0  9v0 )  zv(u0  9  v0)  zv(u0 , v0)  xv(u0  9  v0) 

Z  —  z(u0  9v0) 

，幻 0)  yu(u0  9 v0 ) 

xv(u0  9v0)  yv(u0 , v0) 
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对 于曲面 （2.  3) 形 式的参 数表示 ，法线 方程可 简化为 
X  —  x0  _  Y  —  y0  _  Z  —  z0 
po  qo  —  1 

例 求 圆柱面 r={Rcosdr  Rsin 心幻在 任一点 的切平 面和法 
线 方程. 

解  r={Rcos  dj  Rsin  djz) , 
re={  —Rsin  dy  Rcos  ^,0} , 
rz  =  {0,0，l}. 

在任 一点的 切平面 方程为 

X  —  Rcos  ❹  Y  —  Rsin  6  Z  —  z 
— Rsin  0  Rcos  d  0  =0， 

0  0  1 

即 

Xcos  <9  +  Ysin  6  —  R  =  0. 


在 任一点 的法线 方程为 

X  —  Rcos  0  Y-Rsin  6  Z-z 


Rcos  6  0 

0  —  Rsin  Q 

— Rsin  0 

Rcos  0 

0  1 

1  0 

0 

0 

j  Xsin  d  —  Ycos  d  =  Q ， 

[Z—  z  =  0, 

如果曲 纹坐标 变为 新的曲 纹坐标 G  A): 

U  =  uiuyv)  ,  V  =  V^UyV)  9 

则得到 曲面关 于新曲 纹坐标 Gj) 的方程 

r  =  riu,v). 

由于新 的坐标 曲线的 切向量 rff 和 可 以用原 来的坐 标曲线 
的 切向量 和 来 表示： 


rr» 


du  du 


du  I  dv 

Tv=rud^+rvd^9 
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因此 


N  =  rtt  X  rv  = 


(ru  X  rv) 


( du  dv 
\dli  di 


^I；\  =  d(u，v) 
d^jdu)~  diuyvY 


由 此可见 ，假定 行列式 


(2.  7) 


d(u,v) 

d(u9v) 


du 

dU 

du 

dv 


dv 

du 

dv 

d^i 


^0, 


(2.8) 


则 对于新 的曲纹 坐标仍 成立. 

(2.  7) 表 示当曲 纹坐标 U，t；) 施行 变换时 ，新法 向量尺 为原来 
法向量 iV 乘 上变换 行列式 （2.  8). 因而 ，可 以看出 新的法 向量尺 


平行于 原来的 法向量 iV. 如 果变换 行列式 （2.  8) 为 正时， N 与 N 的 

方向 一致； 如 果变换 行列式 （2.  8) 为 负时， N 和 N 的方 向相反 .现 
在 我们限 制参数 变换的 行列式 （2.  8) 为正 ，于 是对于 所有的 参数变 
换法向 量的正 向保持 不变. 在这个 限制下 ，我 们称沿 法向量 iV 的 
正向为 曲面的 正侧. 

由向 量积的 定义， r„， N 顺序 构成右 手系. 我们还 要指岀 
的是 ，曲 面正侧 的确定 与参数 的确定 有关. 例如 ，当坐 标曲线 w 与 
^ 对调时 ，则 N 改 变为它 的反向 ，因而 曲面正 侧变为 负侧， 这时我 
们把所 讨论的 曲面称 为双侧 曲面. 


1.3 曲面 上的曲 线族和 曲线网 

给 岀一光 滑曲面 S: 

r  =  r(u,v) , 

曲面 S 上一 曲线的 方程是 

U  =  U(t) ， V  =  v(t)  9 


或 


r  =  r[M ⑴ ，w(，）]  =  r(t). 
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(2.  9) 

(2.  10) 


从 (2.  9) 消去 £， 可 以得曲 面上曲 线方程 的其他 形式： 
或 
或 


u  =  <p(v) , 

(2.11) 

V  =  (p(u) , 

(2.12) 

f(u，v)=0. 

(2.13) 

线性微 分方程 

ACu^v)du B(ujv)dv  =  0 

(2. 14) 

表示 曲面上 一族曲 线一- 曲 线族. 设 A 关 0, 则由 （2.  14) 得 
du  _  B(u,v) 


dt; 


Aiuyv) 


解 方程得 

U  =  (p(V，C) ， 

其中 C 是待定 常数. 每一个 c 值对 应曲 面上一 条曲线 ，所以 上式得 
到 曲面上 的一族 曲线. （2.  14) 表 示这族 曲线的 方程. 

特 別地， A  =  0 或 B  =  0 时 （2. 14) 分别为 

dz;  =  0 或  dw  =  0，  (2.  15) 

即 

v  =  C! (常 数）， 

或 

u  =  C2  ( 常 数）. 

因此 （2.  15) 表 示坐标 曲线的 方程. 

二阶微 分方程 

A{uyv)du2  2B(u,v)dudv  +  C(u,v)dv2  =  0  (2.  16) 


(假设 [B(w，t；)]2  —  AU，t;)C(W，t;)>0) 表 示曲面 上两族 曲线一 


曲 线网. 设 A 关 0, 由 

02+O+C  =  0, 


得 
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du_  —  B(u,v)  rb  \/[B(m 一  A(u,v)C(u,v) 
dv  A(u9v) 

= Fi  {UyV)  F2(UjV) , 

分别解 这两个 一阶微 分方程 ，即 得曲面 上两族 曲线. 曲面 上两族 
曲线构 成曲面 上一曲 线网， （2.  16) 表示曲 面上曲 线网的 方程. 
特别地 ， A  =  C=  0 时 ， （  2. 16) 为 

dwdz;  =  0.  (2.  17) 

若 

dw  =  0, 

则 

U  =  Cl  (常 数）， 

这表示 一 曲线族 .若 

dx;  =  0 ， 

则 

V  =  c2( 常 数）， 

这表示 M —曲 线族. 因此 （2.  17) 所表示 的曲线 网就是 曲纹坐 
标网. 

| 习  题 ♦ 

♦丨， ♦  '， ♦丨  _  ♦  _丨 1  ■♦卜  ♦ 

1.  求 正螺面 r—  { mcos  v,  wsin  v,  的坐标 曲线. 

2.  证明双 曲抛物 面 r=  {a(M+z;) ， b(u—  v) ， 2mi;} 的坐标 曲线就 是它的 
直 母线. 

3.  求球面 r=  {flcos  0cos 史， acos  ^sin  (p,  asin  0} 上 任意点 的切平 面和法 
线 方程. 

4.  求椭 圆柱面 $  +  #=1 在 任意点 的切平 面方程 ，并证 明沿每 一条直 
母线 ，此曲 面只有 一个切 平面. 

5.  证 明曲面 的 切平面 和三个 坐标平 面所构 成的四 面体的 


体积是 常数. 
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§2 曲面的 第一基 本形式 


2.1 曲面的 第一基 本形式 曲面 上曲线 的弧长 

给 出曲面 S: 

r  =  r(u,v)  (2. 2) 

上 的曲线 （C): 

u  =  uXt) ， v  =  v(t)  (2.  18) 

或 

r  =  r[w(i)  ,  tKi)]. 

对 于曲线 （C) 有 

字 =rM 孕 +  rv 字， 

ck  dt  dt 

或者 

dr  =  rudu  -f-  rudv. 

若以 s 表 示曲面 上曲线 的弧长 ，则 

ds2  =  dr2  =  (rudu  +  rvdv)2 

= r2udu2  +  2rurvdudv  +  r2vdv2 . 

令 

E  =  ru  •  ru  9  F  =  ru  •  rv  9  G  =  rv  •  rv ,  (2.  19) 

则有 

ds2  =  Edu2  +2Fdudv  +  Gdv\  (2.20) 

这 个二次 形式可 以决定 曲面上 曲线的 弧长. 设曲线 （C) 上两 
点 AU)， Bh)， 则 弧长为 


(2.  20) 是关 于微分 ck， di; 的 一个二 次形式 ，称 为曲面 S 的 第一基 
本 形式. 用 I 表示： 
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它 的系数 


I  =  Edu2  +  2Fdudv  +  Gdv\ 


E  =  ru  •  ru9  F  =  ru  •  rv9  G  =  rv  •  rv 
称 为曲面 S 的第 一类基 本量. 

曲面的 第一基 本形式 在曲面 论中占 有非常 重要的 地位. 
对于 曲面的 特殊参 数表示 z  =  2：(x，：y) ， 有 
r  =  {x,y,zCxjy)} , 


则 


厂： = {1，0，/>}，  p  — — — ， 

OX 

ry  =  <0,1, g} ,  g  =  . 

由 （2.  19) 有 

E  =  r,,  •  rx  =  1  +  p2  9  F  =  rx  •  ry  =  pq ,  G  =  ry  •  ry  =  1  +  (^  9 
曲 面的第 一基本 形式为 

I  =  ( 1  十 〆 ） dx2  -\-  2pq dxdy  +  ( 1  +  g2  )  djy2  • 

由 （2. 19) 知 

E  =  r2u  0  9  G  =  /*: 〉 0. 

又 根据拉 格朗日 恒等式 可知第 一基本 形式的 判别式 

EG  —  F2  =  r\r\  —  (rM  •  rv)2  =  (ru  X  rv)2  >  0. 

因此 第一类 基本量 E、F、G 满足 不等式 E>0，G>0，£：G— F2>0, 
这表 明第一 基本形 式是正 定的. 这 个结论 也可由 I  =ds2 直接 
得出. 

例  1  求球面  r—  { jRcos  ^cos  (p,  Rcos  ❼ sin  屮， Rs'm  沒} 的第 一 
基本 形式. 

解 由  /*=  {Rcos  Ocos  (p9  Rcos  Osin  <p,  Rs'm  d) »  可得出 
rf  =  { — Rcos  ^sin  <py  Rcos  汐 cos  cp，Q} ， 
re  =  {—  Rsin  dcos  <p， —— Rsin  dsin  <p,Rcos  0}  > 

由 此 得到曲 面的 第一类 基本量 
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E  =  r9  •  r9  =  R2  cos2  6, 

F  =  r9  •  re  =  09 
G  =  re  •  r9  ^  R2 . 

因而 

I  =i?2cos2^2+^2d(92. 

例 2 求 正螺面 （如图 2 -6) 的第 一基本 形式. 

解 取螺 旋轴为 z 轴 ，以 r 表示直 线与: r 轴 的交角 ，以 w 表示 
直线 上的点 M 到 z 轴的 距离 （如图 2-7)， 则 正螺面 的参数 方程可 
写 为下列 形式： 

x  =  mcos  v,  y  =  wsiri  v9  z  =  av ， 

上式分 别关于 w 和 求导得 

xu  =  cos  Vy  yu  =  sin  Vj  =  0， 
xv  = —  wsiri  v,  yv  =  mcos  Vy  zv  =  a. 

因此 

E  =  1 ,  F  =  Of  G  =  u2  a2  y 
I  =  ds2  =  du2  +  (m2  +  a2  )  dv2 . 
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2.2 曲面上 两方向 的交角 


前面已 经提到 过曲面 r=r(w,t;) 上一点 （％  ,队） 的切方 向称为 
曲面上 的方向 ，它能 表示为 

dr  =  r„(w0 ，列） dw  +  rv(u0  9v0)dv9 
其中匕 （w。 ，t;。） 和 rjw。 ，队） 是过 （w。 ， i;。 ） 点的 坐标曲 线的切 向量. 
给定了 曲面的 参数表 示式后 ru 和^ 是 已知的 ，因 此给出 一方向 
dr 就等 于给出 一对值 dw、cb， 不过 方向和 dr 的长度 无关， 所以给 
岀 dw  :  cb 就能确 定曲面 上的一 方向. 我 们以后 经常用 （d)， dr 或 
du  -  dx; 表 示曲面 上的一 方向. 

给岀曲 面上两 个方向 （dw  :  du) 和 （dw  : 扣） ，我们 把向量 dr  = 
r„dM  +  rvdt; 和  Sr=  rttSw+  间的 交角称 为方向 （ dw  :  dx;) 和 

(du  - 加) 间 的角. 

现在 求方向 （d) 和 （S) 间 的交角 ft 由于 

dr  •  Sr  =  I  dr  I  \dr\  cos  6j 

所以 

dr  -  dr 

cos  d  = .  , , —— r. 

|dr||Sr| 

由于 

dr=  rudu-{-  rvdv,  dr2  =  Edu2  +  2Fdudv  +  Gdv2 , 
dr=  ru8u  +  rv^v,  Sr2  =  Edu2  +  2F^udv  +  G^v2 , 
dr  •  §r=  (rudw  +  rvdv)  •  (ru^u  +  rvdv) 

= Edudu  +  十  dvdu)  +  , 

由此得 cos  0 的 表示式 

Q _  Edudu  +  Fidudv  +  dwSu)  +  GdvS^ 

VEdu2  +  2Fdudv  +  Gdv2  VE^u2  -{-2F^ubv  +  G8v2 

(2.21) 

由 这个公 式可以 推出曲 面上两 个方向 （dw  :  dx;) 和 :  St；) 垂直 
的 条件是 


Edudu  +  F(dudv  +  di；dw)  +  Gdvdv  =  0.  (2.  22) 

此 外我们 还可以 求岀坐 标曲线 w— 曲线 （z；= 常数） 和 T；— 曲线 
(«= 常数） 的交角 w 的表 示式. 因为 和 ~ 是坐 标曲线 的切向 
量 ，所以 /*„， 厂 间 的交角 w 为 


ru  rv 


-  I  I  -  I  「 - (2. 23) 

\ru  |  \rv\  ^EG 

由 此推出 曲面的 坐标网 是正交 的必要 和充分 条件是 F=0. 

例 3 证明 旋转面 /*=  { 史⑴ cos 沒， 史 0)sin 没， 0(i)} 的 坐标网 
是正 交的. 

证明  r=  {^>(t)cos  d9  p(f)sin  沒， 〆，）}， 


由 此得到 


re={—^(t)sin  dy  <p(t)cos  d,  0}， 
rt  =  {<pf  (t)cos  dy  <p\t) sin  d9  ip\t) } , 


F  =  r0  •  rt  =  09 

即坐标 网是正 交的. 

同样我 们也可 以证明 圆柱面 、球面 、正 螺面上 的坐标 网是正 
交的. 


2.3 正 交曲线 族和正 交轨线 


给出两 族曲线 

Adw  +  Bdv  =  0,  Cdu  +  Ddv  =  0 , 
如果它 们正交 ，由 （2.  22) 可 以得岀 

r  丄  I?  /  办 丄  & 、 丨  r  ch;  St；  ^ 


E  +  F(t  +  t)+G 


du  du 


(2. 24) 


E~F(i+§)+Gi 


或 


EBD-  F(AD  +BC)  +  GAC  =  0. 
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另 外如果 给出一 族曲线 

Adu  +  Bdv  =  0, 

则另 一族和 它正交 的曲线 称为这 族曲线 的正交 轨线. 
从 （2.  24) 可以 看出正 交轨线 的微分 方程是 


E+F(-f  +  l)+G( 


即 


— —  BE  —  AJF 
。 =— RF-AG. 


2.4 曲面域 的面积 


设曲面 S: 

r  =  r(u9v). 

给 岀曲面 S 上一 个区域 D ， 我们 将推导 其面积 的计算 公式. 
首先 把曲面 域用坐 标曲线 w  = 常数与 常数 剖分成 完整的 
和 不完整 的曲边 四边形 （如图 2-8).  m  — 曲线和 X；— 曲 线越密 ，那 
些完整 的曲边 四边形 就越接 近平行 四边形 ，而 那些 不完整 的曲边 
四边 形的面 积在整 个曲面 域面积 里所占 的比重 就越小 ，以 至于可 
以 略去. 


图 2-8 


取以点 （w，z;)， （w  +  dw，tO， （w 十 dw， t;+chy) ， (M，t;+di;〉 为顶 
点 的曲边 四边形 ，可以 近似地 把它换 成切平 面上的 一个平 行四边 
形. 这个 平行四 边形以 切于坐 标曲线 的向量 r„dM 与 rvdv 为边 （如 
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图 2-9). 我们 把所取 的曲边 四边形 的面积 可以认 为近似 地等于 
以 rMdw,  为边 的平行 四边形 的面积 • 


由 于平行 四边形 的面积 等于两 边之积 再乘以 它们交 角的正 

弦. 于是 ，上 述的平 行四边 形的面 积如为 

dcj  =  \ruduX  rvdv  \  =  \ruXrv\du  dv. 

因此， 曲面域 D 的面积 a 可由 二重 积分来 表示： 

a  的 面 积 = dj  —  jj*  |  X  rv  丨  d w  dv  ’  （2.25) 

D  9 

这 里的区 域公是 曲面域 D 相对 应的 （w，u) 平 面上的 区域. 由于 
(rM  X  rv)2  =  r2ur2v  —  irurvY  =  EG  —  F2  >  0 , 

所以 ® 

a  的面积 = jj*  EG  —  F2 du  dv.  (2.  26) 

这样， 我们看 到曲面 上曲线 的弧长 、曲面 上两方 向的交 角以及 
曲 面域的 面积都 可以用 第一类 基本量 E、F、G 来 表示. 仅 由第一 
基 本形式 出发所 能建立 的几何 性质称 为曲面 的内在 性质或 内蕴性 


① 我们 这里只 是直观 地推导 了曲面 的面积 公式. 关 于曲面 面积概 念的严 格叙述 
与曲面 面积公 式的严 格推导 ，详见 c.  Goffman 著 《多 元微 积分》 （史 济怀， 彭家贵 等译， 
人 民教育 出版社 出版， 1979) 第 四章第 7 节. 


•  75  • 


质. 以上这 些度量 性质都 是曲面 的内蕴 性质. 


2.5 等 距变换 

给出两 个曲面 

S：  r  =  r(u9v) , 

•Si  ：  Ti  =  (  Mi ， ) ， 

如 果其对 应点的 参数之 间存在 —— 对 应关系 

Ml  =  Wi  (w,t；) , 

Vi  =  Vi(U，V) ， 

其 中函数 Wi(M，I；)， I；) 连续 ，有 连续的 偏导数 ，并且 函数行 
列式 

<^(Ml ，幻  1  )  /  n 

d(u9v)  ^0， 

则 之间的 一一 对应关 系称为 3到 Si 的 变换. 

因此 ，如果 S 和 & 之间 有符合 上述条 件的对 应关系 ，则在 ^  = 
)上 就可以 经过参 数变换 

Ml  =  Ui  (U9V) , 

Vi  =  ViCujV) , 

使 

rx  =  rY  [wi  Cu9v)  ,  Viiu,v)^\  =  ri(u9v) , 

即 \ 也以… v 为 参数. 

这样 ，曲面 的对应 点就有 相同的 参数. 因而在 以下讨 
论变 换时， 如无特 别声明 ，总 假定对 应点有 相同的 参数. 

在取定 相同的 参数时 ，曲面 S 上的点 U，!；) 对应曲 面 Si 上的 
点 （w，*jy) (即 r(w，z;) 对应 ri  (W，x0). 曲面 S 上的 曲线 M  =  ， 幻= 

) 对 应曲面  &  上 的曲线  u  =  u(t)  ,  v=v{t、<aQ« 
6)( 即 r[ti(t)， tKr)] 对应 ^[mG)，!；^)])， 也就是 对应曲 线有相 
同的 方程. 曲面 S，Si 的 第一基 本形式 分别为 

I  =  Edu2  +  2Fdudv  +  Gdv2  9 
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I  !  =  E,  du2  +  2F,  dudv  +  G.dv2  y 
其中  E=ru  •  ru ,  F=rtt  •  rv ,  G=rv  •  rv9 

Ei  =rlu  -  rlu9  Fi  =rlu  •  rlv9  Gi  =rlv  •  rlv. 

定义 曲面之 间的一 个变换 ，如 果它保 持曲面 上任意 曲线的 
长 度不变 ，则这 个变换 称为等 距变换 (保 长变 换). 

由于 曲面上 曲线的 长度是 由曲线 的参数 方程和 曲面的 第一基 
本形式 所确定 ，而 上面所 述对应 的曲线 又有相 同的参 数方程 ，所以 
如 果对应 曲面的 第一基 本形式 相同： 

1  =  1" 

也即 

ECu^v)  =  Ei(u,v)  9  Fiuyv)  =  F]  (u9v) , 

G(w，xO  =  Gi(u9v)  9 
则曲面 5*3: 之间的 变换就 是等距 变换. 

定理 两个 曲面之 间的一 个变换 是等距 的充要 条件是 经过适 
当选择 参数后 ，它们 具有相 同的第 一基本 形式. 

证明 充分 性已证 ，以下 证明必 要性. 

设曲面 S 与 Si 之间 的一个 变换是 等距的 ，且 对应点 取相同 
的参数 ，则 S 上的 任意一 条曲线 !•[〆£),  1；(0]和 & 上的 对应曲 
线 6  [w(0,  xKO] 有 相同的 长度， 即对于 0。 山] 的任意 z 有 

l：0VE(^)2+2F(f)  (fMf7 dt 
=I：0Ve'(^)2+2F'(^)  (f)+Gi(l)2  d  “ 

因此 

Edu2  +  2Fdwd^  +  Gdv2  =  Eldu2  +2FX  dudv  +  G,  dv2 
对曲面 S，Si 上的任 意对应 曲线都 成立. 

由于在 曲面上 任一点 沿任意 方向都 有曲线 ，所 以上述 等式对 
任一 点和任 意方向 （dw  :  cb) 是恒 等式， 于是， 

E  =  Ej  9  F  =  Fi  9  G  =  Gi 
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对于对 应曲面 上任意 一对对 应点都 成立. 

根据 这个定 理我们 知道， 仅由第 一基本 形式所 确定的 曲面的 
性质 （即 内蕴 性质） 在等 距变换 下保持 不变. 因此， 我们在 上一节 
中 所学过 的曲面 上曲线 的弧长 、交角 、曲 面域 的面积 等都是 等距不 
变量 （保 长不变 量）. 今 后我们 把曲面 上这种 仅仅用 E、F、G 表示 
出来的 几何量 称为曲 面的内 蕴量. 

例 4 正螺面 r={ucos  Vj  wsin  v9  at;} 的第 一 基本 形式是 
I  =  dw2  +  (w2+a2)dx;2, 

而 悬链面  r=  I acosh  —  cos  acosh  —  sin  dyt  \ ，有 

1  a  a  I 

rt  =  !  sinh  —  cos  dy  sinh  —  sin  汐， 1  i ， 

a  I 

=  I —  acosh  —  sin  acosh  —  cos  ^,0  1  , 

1  a  a  I 

E  =  sinh2  —  +  1  =  cosh2 丄， F  =  09  G  =  a2  cosh2  — , 
a  a  a 

所 以悬链 面的第 一基本 形式为 


如果令 


则 


I  =  cosh2  —  (ck2  +  a2d^2  ). 
a 


,u  =  asinh  — , 
a 


=  d， 


u2  +  a2  =  a2  cosh2  — , 
a 


du  =  cosh  — 士， dv  = 
a 


代 入悬链 面的第 一基本 形式得 

I  =  du2  +  du2  +az)dv2. 

这与 正螺面 r=  { ucos  v9  usin  v,  at;} 的第 一 基 本形式 一 致. 这就 
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是说 ，上述 参数之 间的对 应关系 ，给岀 悬链面 和正螺 面之间 的一个 
等距 变换. 

2.6 保 角变换 

定义 曲面之 间的一 个变换 ，如 果使曲 面上对 应曲线 的交角 
相等 ，则这 个变换 称为保 角变换 (保 形变 换). 

在 下面的 讨论中 ，我们 仍假定 两个曲 面的对 应点有 相同的 
参数. 

定理 两个 曲面之 间的一 个变换 是保角 变换的 充要条 件是它 
们的第 一基本 形式成 比例. 

也就是 说如果 取相同 参数时 ，两 个曲 面的第 一基本 形式为 
I  =  Edu2  +  2Fdudv  +  Gcb2 ， 

Ii  =  E1dw2+2F1  dudv  +  G.dv2 

由 此可知 

I  1  =  X2  (u,v)  I  ,  X(u9v)  ^  0, 

即第 一类基 本量成 比例： 

Ei  ••  E  =  Fx  ••  F  =  Gi  ••  G. 

证明 充分 性：由 

E'  =  A2E,  =  A2F,  Gj  =  A2G 
代入曲 面上曲 线的交 角公式 （2.  21)， 得知对 应曲面 上曲线 间的交 
角 相等. 

必 要性： 由于保 角变换 ，因 此对 于两曲 线的正 交性是 保持不 
变的 ，所以 从公式 （2.  22): 

Edu^u  +  F(  dudv  +  dvdu)  +  GdrSi;  =  0 ， 

得到 

Ei  du^u  +  Fi  (dwSt;  +  +  G\  =  0. 

消去 便得 

Edu  +  Fdv  —  Fdu  +  Gdv 
Eidu  +  Fi  dt;  Fi  dw  +  Gi  dv' 
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由于 “ 和 dx; 的 任意性 ，在 dv=0 时得到 

E  _  F 

E；  =  F7； 

而在 dw==0 时得到 

F  G 


所以 

E,  ：  E  =  Fx  ••  F  =  G,  ••  G. 

显然 ，每 一个等 距变换 都是保 角变换 ，但 保角变 换一般 不是等 
距 变换. 

例 5 球极 投影给 出球面 （除北 极外） 到平 面的一 个变换 （如 
图 2  -  10). 如果 取如图 所示的 一个空 间直角 坐标系 和参数 u，v， 
则 对应点 P 和 的坐标 ，也 就是球 面和平 面的参 数表示 分别为 
(x  =  2Rs'm  mcos  ucos  v9 
^\y  =  2i?sin  wcos  wsin  v, 
iz  =  2jRsin2M 
和 

(x  =  2i^tan  ucos  v， 
s  3；  =  2i^tan  wsin  v9 

U  =  0， 

其中尺 是球面 的半径 ，于是 它们的 第一基 本形式 分别为 
I  =  4R2  (du2  +  sin2  mcos2  udv2 ) 

和 

I  1  =  — — (  du2  +  sin2  mcos2  udv2 ) , 
cos  u 

即 在球极 投影下 I 与 Ii 成比例 ，所 以球极 投影是 球面到 平面的 
一 个保角 变换. 
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1.  求双曲 抛物面 r=U(“  +  Ty)， b{u~v)  ,  2mt;} 的第 一基本 形式. 

2.  求 正螺面 r={MCOS  Vy  Msin  v,  6z;} 的第 一 '基 本形式 ，并 证明坐 标曲线 

互相 垂直.  • 


3. 在第 一基本 形式为 


X  =  di/2  4 -  sinh2  udv2 


的 曲面上 ，求 方程为 的曲线 的弧长 • 

4. 设 一个曲 面的第 一基本 形式为 

ds2  =  du2  -h  (m2  +  a2  )chy2 ， 

求它 上面两 条曲线 «+^=0,  m-t>=0 的交角 （注意 ，解 此题时 ，不需 要知道 


曲面和 曲线的 形状） • 


5.  求曲面 z=ax：y 上坐 标曲线 尤=工0,  ：y=：Vo 的 交角. 

6.  求 “一 曲线和 r 一曲线 的正交 轨线的 微分方 程. 

7.  在曲面 上一点 ，含 du， ck； 的二 次方程 

Pduz  +  2Qdwcb  +  Rdv2  —  0 

确 定两个 切方向 （dw  :  cb) 和 ：  Sv) ， 证明这 两个方 向互相 垂直的 充要条 


件是 


ER  -  2FQ  -h  GP  =  0. 


8. 证 明曲面 的坐标 曲线的 二等分 角轨线 的微分 方程为 
Edu2  =  Gdvz . 
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9.  设曲 面的第 一基本 形式为 ds2=dM2  +  (M2+a2)dV, 求 出曲面 上由三 
条曲线 v=l 相交所 成的三 角形的 面积. 

10.  求球面  r=a{cos  ^>cos  6y  cos  <psin  6t  sin  9?} 的 面积. 

11.  证明 螺面/ •=  { mcos  v9  Msin  v,  m+v} 与旋 转曲面  r=  { rcos  6j  (sin  沒， 

的等距 对应为 

1 6  =  arctan  m  +  v， 

U  = 

§3 曲面的 第二基 本形式 

3.1 曲面的 第二基 本形式 

在 §2 中所研 究的对 象都是 属于曲 面的内 蕴几何 ，即 所研究 
的只是 曲面本 身的内 蕴性质 ，而 不依赖 于曲面 在空间 中如何 弯曲. 
为了 研究曲 面在空 间中的 弯曲性 ，我 们有必 要引进 和 ck； 的另 
一个二 次微分 形式， 就是我 们在这 里要介 绍的第 二基本 形式. 

设 C2 类曲面 S 的方 程为 

r  =  r(u,v) , 

即 r(w，tO 有连续 的二阶 导函数 ， rw ， rw. 

现在固 定曲面 S 上一点 PU，x;)， 并设 7T 为 曲面在 P 点的切 
平面. 

曲线 （C): 

u  =  u(s)  9  v  =  v(s) 或/ •  =  r[w<5)  ,  17(5)] 

是 S 上过 P 点的 一曲线 ，其中 s 是自然 参数. 设， 是曲线 （C) 上 
在 P 点 邻近的 一点， P 和 〆 点的自 然参 数的值 分别为 5 与 5  + 

即 P 点的 向径为 r(s)， ，点的 向径为 r(s+M). 利 用泰勒 公式得 

PP^  =  r(5  +  A5)-r(5)  =  rA5  +  y(r+e)(A5)2, 


其中  lims^O. 


设 ft 为^在 P 点的 单位 法向量 ，由 ，作切 平面; r 的 垂线， 
垂足为 Q， 则 W  =  ^i， 其中 谷为从 平面; r 到曲面 S 的有 向距离 
(如图 2-11). 


由于 

QP  •  «  =  0,  n  •  r  =  0 , 

所以有 

d=  Qp  -  n 
= (QP +  PP)  •  n 
= PP  •  n 

= [r(5  +  As)  —  r(5>]  •  n 
= -  r  +  n  •  e)(/\s)2. 


因此当 „•  ? 弇 0 时 ，无穷 小距离 3 的主要 部分是 


r(A5)2  =  jn  •  rds2 , 


由于 


r  =  ruti  +  rvv  9 

r  =  r^u2  +  2rmuv+  rwvz  +  ruu  +  rvv  , 


又因为 


n  •  ru  =  n  •  rv  =  0 , 
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所以 


n  •  rds2  =  n  •  r^du2  +  2n  •  rmdudv  +  n  •  rw Av2 . 

引进 符号： 

=  r uu  •  w ， iVf  ==  i"uv  *  ft  j  iV  =  rw  •  fi »  (2.  27 ) 

于是 前式为 

E  =  n  •  d2r  =  Ldu2  +  2Mdudv  +  Ndv2 ,  (2.  28) 

它称为 曲面的 第二基 本形式 ，它 的系数 L、M、iV 称 为曲面 的第二 

类基 本量. 

上式 表明第 二基本 形式近 似地等 于曲面 与切平 面的有 向距离 
的两倍 ，因 而它刻 画了曲 面离开 切平面 的弯曲 程度， 即刻画 了曲面 
在空间 中的弯 曲性. 

根据上 述讨论 ，我们 可以看 出第二 基本形 式不一 定是正 定的， 
当曲 面在给 定点向 n 的正 侧弯曲 时为正 ，向 /I 的反侧 弯曲时 为负. 
现在 把曲面 的单位 法向量 

n  =  Tu  X，，v  =  ru  ^  rv 
\ruXrv\  ^EG  -  F2 

代入 （2.  27) 中 ，就有 


L 


rUu 


Cruu  9  ru， rv) 
VEG-F2 


M  =  ruv  •  n  = 


( , 厂 l； ) 


Veg-f2 


VEG-F2 

另 一方面 ，对 关系式 n  •  dr=0 进 行微分 ，便得 
dn  •  dr  +  n  •  d2  r  =  0 , 


由 此得岀 

II  =  n  •  d2r  =—  dn  •  dr. 

第 二类基 本量还 可以用 另外的 形式来 表示. 由于 r„ 、匕 在切 
平面上 ，所以 
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ru  •  n  =  0  y  rv  •  n  =  0  y 


将上 两式微 分后得 

ruu  •  n  +  r„  •  nu  =  0  ^  rvu  •  n  rv  •  nu  =  0 , 

ruv  •  n  +  ru  •  nv  =  0  9  rvv  •  n  +  rv  •  nv  =  0. 

与 （2.  27) 比较 ，我 们得到 

L  =  ruu  •  n  = —  ru  •  nu ， 

M  =  ruv  •  n  =—  ru  •  nv  =—  rv  •  nu9 
N  =  rvv  •  n  =—  rv  •  nv. 

例  1  计 算球面  r=  (Rcos  dcos  <p， jRcos  dsin  屮， Rsin  0) 的第 


解  r=  {Rcos  Ocos  <p9  Rcos  0sin  <p9  Rsin  0}  > 
rf  =  I  — Rcos  dsin  <p， Rcos  dcos  ^，0} ， 
rg=  {  — Rsin  dcos  <p， _ Rsin  0sin  <p， Rcos  0}  9 

由 此得到 

E  =  r9  •  r9  =  R2cos2d,  F  =  r9  •  re  =  0 ,  G  =  rd  •  r0  =  R2 , 
rr  X  re 


ex  e2  e3 

= —— -n  —  Rcos  Osin  <p  Rcos  Ocos  <p  0 
R2cos  e  r 

— Rsin  dcos  <p  —  Rsm  Osin  cp  Rcos  d 

= { cos  dcos  (py  cos  Osin  <p9  sin  0}  > 

又由于 

rf<p  =  { — Rcos  dcos  cpy  — Rcos  0sin  ^?，0} ， 

—  {Rsin  dsin  屮， — Rsin  0cos  ^?，0} ， 
red  =  {—  Rcos  dcos  <p,  —  Rcos  Osin  <p,  —  Rsin  6}  > 

所以 

L  =  r<p<p  .  n  =—Rcos26,  M  =  />  •  w  =  0,  N  =  roe  •  n  =—R, 
因 而得到 

II  =  — (Rcos2  9  dcp2  +  Rd6^ ). 
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对于曲 面的特 殊的参 数表示 z  =  z(*r，30, 有 
r=  , 

rx—  (l,0,/>) , 
ry=  (0,1 ,9) , 

=  (0,0, r) , 

rxy  =  (0,0,5) , 

f  yy  =  (0,0，（）， 

其中 

dz  dz 

P  =  h，q=Ty， 

d2z  d2z  +  d2z 

r=d^^S  =  d^9t=dy^- 

第 一类基 本量为 

E  =  rx  •  rx  =  1  +  p2  ^  F  =  rT  •  ry  =  pq  ,  G=  ry  •  ry  =  \  +  q2 . 
第 一基本 形式为 

I  =  (1  +  p2)Ax2  +  2pqdxdy  +  (1  +  q2)dy2 . 

由于 


n  = - 

rx  X  ry 

_  {—  Py  — 9，1} 

/EG  -  F2 

p2  ~\~  q2 

由此 得出第 二类基 本量为 

L  = 

=  rxx*n  = 

r 

\  p2  ~\~  q2 

M  : 

= rxy  •  n  = 

s 

\/ \  ~\~  pz  ~\~  qz 

N  : 

= 『yy  •  n  = 

t 

Vl  p2  q2 

第 二基本 形式为 


II  =  —  r  - dj：2  +2  —  5  - djody  + 

V 1  ~\~  p2  q2  y/l  -{-  p2  +  q2 
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- —— ^ - dv2. 

\/l  +  />2  +  Q2 

例 2 计算 抛物面 z  =  a(：r2 +jy2  ) 的第 一 基本形 式和第 二基本 
形式. 

解 先计算 


P  二 

一  dz  _ 
dx 

= lax  ,  q  = 

dz 

二 - = 

=  2ay , 

d^_z  = 
dxZ 

=  2a， 5 

d2z 

~  dxdy 

=  Oy  t 

d2z 

==  " ' "7T 

再计算 

E=l  +  P2  =  l  +  4a2  X2 ， F  =  pq  =  4a2xy9 
G  =  1+q2  =  1  +  4a2 3；2 , 


2a 


由 此得到 
I  = 

n  = 


^1  +  />2  +  qz  ^l  +  iazx2  +  4az  yl 


( 1  +  4a2  x2 )  dx2  +  8a2  xy  dxdy  +  ( 1  +  4a2  y2 )  dy2  > 

2a  — dr2  H ——  2a  -dv2  • 

/I  +  4a2  x2  +  ia2yY  \/l  +  4a2  x2  +  4azy 


3.2 曲面 上曲线 的曲率 

由以 上的讨 论我们 已经了 解到曲 面在已 知点邻 近的弯 曲性可 
以由曲 面离开 它的切 平面的 快慢来 决定. 但 是曲面 在不同 的方向 
弯 曲的程 度不同 ，也就 是说在 不同的 方向曲 面以不 同的速 度离开 
切 平面. 因此 ，当 我们想 刻画曲 面在已 知点邻 近的弯 曲性时 ，就需 
要用曲 面上过 该点的 不同的 曲线的 曲率来 进行研 究. 
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给出 C2 类曲面 s: 


r  —  riuyv')  y 

过曲面 S 上点 P(M，xO 的任 一曲线 （C) 为： 

U  =  M(5) ， V  =  vis) 


或 

r  =  r[_u(s)  9  v(5>]  =  r(5) ， 

其中 s 是自然 参数. 

我们仍 用以前 的符号 ，以 ct 和 P 分别表 示曲线 （C) 的 切向量 
和主法 向量. 根据 伏雷内 公式有 

r  —  a  =  kpy 

其中々 是曲线 (C) 在 P 点的 曲率. 

若以 0 表 示曲线 （C) 的主 法向量 P 和曲面 法向量 n 的夹角 （如 
图 2 -12)， 则 


另 一方面 ，由于 


因此 


n  •  r  =  n 


dV  =  ”  •  d2r  = 丑 

d7  _  ~d?  T 


显 = Ldu2  +2Mdudv+Ndv2 
了—  Edu2  +2Fdudv  +  Gdv2  • 
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(2.29) 


上式 中的右 端依赖 于第一 、第 二类基 本量和 由于 £ :、 F、 

0丄、以、~都是参数（心1；)的函数，它们在曲面上一个给定点户 

都具 有确定 的值， g 是曲 线在 该点的 切方向 ，所以 对曲面 上一个 

给定点 及曲面 曲线在 该点的 切方向 ，上 式右端 都有确 定的值 .因 
此若 在曲面 上一个 给定点 相切的 两条曲 面曲线 ，在 该点它 们的主 
法线有 相同的 方向， 则它们 的角度 0 也相同 ，所 以根据 （2.  29) ，是 
也 相同. 

如 果在曲 面的任 何曲线 （C) 上一点 P， 作通过 (C) 在 P 点的切 
线与 主法线 的平面 （即 密切 平面） ，得 到这个 平面与 曲面的 截线. 
这条平 面曲线 与曲线 （C) 具有 相同的 切线与 主法线 ，所以 曲率也 
相同. 这样 ，对 于曲面 曲线的 曲率的 研究可 以转化 为对于 这曲面 
上一 条平面 截线的 曲率的 讨论. 根据 这样的 分析， 以下我 们引入 
曲面 上特殊 的平面 截线. 

给 出曲面 S 上一 点尸 和 P 点处一 方向 （d)=du  ••  dz；, 设 n 为 
曲面在 P 点的 法方向 ，于是 U) 和 n 所确 定的平 面称为 曲面在 P 
点的 沿方向 （c/) 的 法截面 ，这 法截面 和曲面 S 的交 线称为 曲面在 
P 点的 沿方向 W) 的法 截线. 

设方向 W)  =  dw  :  du 所 确定的 法截线 （C。） 在 P 点的 曲率为 
k0. 对于 法截线 （CQ)， 主 法向量 凡=士《， 乳 =0 或 7C， 所以由 
(2.  29) 知它的 曲率心 >0 为 


即 

々。 =士  导，  (2.30) 

I 

其中 《 和 （CQ) 的主 法向量 凡 的方向 相同时 取正号 ，反之 取负号 
(如图 2 -13), 即法 截线向 n 的 正侧弯 曲时取 正号； 反之 ，向 /! 的 
反侧 弯曲时 取负号 （如图 2  -  13). 
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考虑 曲面上 一点在 一方向 W) 上的 弯曲程 度仅由 ko>0 还不 
能完 全确定 ，还 要考虑 曲面弯 曲的方 向才能 全面刻 画曲面 上一点 
在方向 W) 上的 弯曲性 ，因此 我们再 引入法 曲率的 概念. 

定义 曲面 在给定 点沿一 方向的 法曲率 t 为 
k  =  |+匕， 法 截线向 n 的正侧 弯曲， 

K=  1 —々 。，法 截线向 n 的反侧 弯曲. 

由公式 （2.  30) 可得 

kn  =  -2-.  (2.31) 

设曲 面上的 一曲线 （C) 和 法截线 （C。） 切于点 P. 换言之 ，它们 
有 相同的 切方向 W)=dw  :  cb， 则从 (2.  29) 和 （2.  31) 可得 

kn  =  kcos  d ， 

根 据这个 关系式 ，所有 关于曲 面曲线 的曲率 都可以 化为法 曲率来 
讨论. 

若设尺 = +， 尺=^ ■，尺 称 为曲线 （C) 的曲率 半径， 見 称为曲 

线 （C。） 的曲 率半径 也称为 法曲率 半径. 则 上式又 能写成 

R  =  Rncos  6. 

这 个公式 的几何 意义可 以叙述 如下： 

梅尼埃 （Metisnier) 定理 曲 面曲线 （C) 在 给定点 P 的 曲率中 
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心 C 就是 与曲线 （C) 具 有共同 切线的 法截线 （C。） 上同 一个点 P 的 
曲 率中心 C。 在曲线 （C) 的密切 平面上 的投影 （如图 2-14). 

例 3 若给岀 的曲面 是球面 ，球 面的切 平面垂 直于过 切点的 
半径， 这个半 径就是 球面的 法线. 所 以球面 的所有 法线过 它的球 
心 ，因此 在球面 的每一 点处所 取的法 截面必 过球心 • 由此 推出所 
有 法截线 （CQ) 是球面 的大圆 ，并 且任意 法截线 （C。） 的曲 率中心 C。 
就是这 个球的 球心. 另 一方面 ，若取 球面的 任意平 面截线 为曲线 
(c)， 则 所得到 的是圆 ，因此 (c) 的曲率 中心是 这个圆 的圆心 cm 
图 2  -  15). 现在 如果从 (C。） 的曲 率中心 C。 （也 就是 球心） 作圆 （C) 
所 在平面 的垂线 ，则垂 足是圆 （C) 的圆心 ，也就 是曲线 （C) 的曲率 
中心 C. 


3.3 迪潘 （Dupin) 指标线 

通 过曲面 上一点 P 可以作 无数条 法截线 ，现在 来研究 这些法 
截线的 法曲率 之间的 关系. 为此我 们取点 P 为原点 ，曲面 S 的坐 
标 曲线在 P 点的 切向量 G 和〜 为 基向量 ，则 它们构 成曲面 S 在 
P 点 切平面 上的坐 标系. 我们给 岀曲面 S 在 P 点 的一个 切方向 
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W)  =  (dw  :  dx；), 设 t 是对应 于方向 （60 的法 曲率， |l/t| 为法曲 
率半 径的绝 对值. 过点 P 沿方向 W) (即 dr=/*„d“  +  rvdt；) 画一线 

段 PN， 使其长 度等于 则 对于切 平面上 所有的 方向， iV 点 
的轨 迹称为 曲面在 P 点的 迪潘 （Dtipin) 指标线 （如图 2-16). 


现在 我们来 推出迪 潘指标 线在上 述坐标 系下的 方程. 设 N 
点的 坐标为 则 


ocru  +  yrv 


dr 

W\ 


_ rudu  +  rvdv 

V\  \  I  rudu  +  rvdv\ 


把 上式两 端平方 ，注意 k„  =  +  , 得 


Ex2  +2Fxy+Gy2  = 


Edu2  +2Fdudv-\-Gdv2 
\Ldu2 +2Mdudv+Ndv2\m 


由于 dw  :  dv=x  :  : y， 上式 可化为 


Ejc2  +2Fxy+ Gy2  = 


Ex2  +2Fxy+ Gy2 
\Lx2  +2Mxy  +  Ny2\  9 


因此 

即 


I  Lx2  +  2Mxy  +  Ny2  |  =  1 ， 
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Lx2  +2Mry  +  Ny2  =士  1. 


这就是 迪潘指 标线的 方程. 

上式中 的系数 L、M、N 与 曲面上 的方向 无关. 它们对 于曲面 
上 已知点 来说即 为常数 ，并 且上式 中不含 的一 次项， 所以上 
述方程 表示以 P 为中 心的有 心二次 曲线. 

这样 ，曲面 上的点 由它的 迪潘指 标线可 以进行 分类： 

1° 如果 LiV — ]^>0, 则点 P 称为 曲面的 椭圆点 ，这 时迪潘 
指标 线是一 椭圆. 

2° 如果 UV — A^CO, 则点 P 称为 曲面的 双曲点 ，这 时迪潘 
指标线 是一对 共轭双 曲线. 

3° 如果 则点 P 称为 曲面的 抛物点 ，这 时迪潘 
指标 线是一 对平行 直线. 

4° 如果 L  =  M=N  =  0, 则点 P 称为 曲面 的平点 （平 面上的 
点都是 平点） ，这时 迪潘指 标线不 存在. 

3.4 曲面的 渐近方 向和共 轭方向 

如果 P 点是 曲面的 双曲点 ，则 它的迪 潘指标 线有一 对渐近 
线 ，我 们把沿 渐近线 的方向 （心 =dM  :  cb 称为 曲面在 P 点的 渐近 
方向. 由解析 几何中 二次曲 线的理 论可知 ，这 两个 渐近方 向满足 
方程 

L0  du2  2M0dudv N0dv2  =  0. 

为了避 免混淆 ，我 们在上 式中用 Lo.Mo.No 分 别表示 L、M、N 在 
P 点 的值. 

由 法曲率 的公式 也 可以得 到渐近 方向的 等价定 义：曲 

面上 的一点 P 处使 的方 向称为 曲面在 P 点的 渐近 方向. 

曲面上 的曲线 ，如 果它 上面每 一点的 切方向 都是渐 近方向 ，则 
称 为渐近 曲线. 渐 近曲线 的微分 方程是 

Ldu2  +  2Mdwdi;+Ndx;2  =  0. 

命题 1 如果 曲面上 有直线 ，则 它一定 是曲面 的渐近 曲线. 
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证明 因 为直线 的曲率 々  =  0, 所以沿 直线方 向的法 曲率々 „  = 
々cos  (9=0, 即 

Ldu2  +  2Mdudv  +  Ndv2  =  0  9 
因 而直线 是曲面 的渐近 曲线. 

命题 2 曲 面在渐 近曲线 上一点 处的切 平面一 定是渐 近曲线 
的密切 平面. 

证明 沿 渐近曲 线有怂 =0. 由怂 =Acos  (9  =  0 得到 6  =  0 或 
cos  ^=0. 

当 々=  0 时 ，渐 近曲线 是直线 ，这时 曲面的 切平面 通过它 ，因此 
切 平面又 是密切 平面. 

当 々关 0,  cos  <9=0 时 ，曲 面的法 向量垂 直于渐 近曲线 的主法 
向量 ，因 此曲面 的切平 面除通 过渐近 曲线的 切线外 还通过 渐近曲 
线的主 法向量 ，所 以它 又是渐 近曲线 的密切 平面. 

如果曲 面上的 点都是 双曲点 ，则 曲面 上存在 两族渐 近曲线 ，这 
两 族渐近 曲线称 为曲面 上的渐 近网. 

命题 3 曲面 的曲纹 坐标网 是渐近 网的充 分必要 条件是 
L  =  N  =  0. 

证明 渐 近网的 方程是 

Ldu2  +  2Mdudv  +  Ndv2  =  0, 

曲纹坐 标网的 方程是 


Au  =  0  ^  dv  =  0. 

若 L  =  _/V  =  0, 代入渐 近网方 程可得 Mdudv  =  0 ， 即 dw  =  0 或 
dv=0. 反之 ，若 dM  =  0 或 di;=0, 代入渐 近网方 程可知 L  =  N=0. 
设 曲面上 P 点处 的两个 方向为 （d)  =  dw  :  dt; 和 （幻 =如 ： 
如 果包含 这两个 方向的 直线是 P 点的 迪潘指 标线的 共轭直 
径， 则方向 W) 和 （幻称 为曲面 的共轭 方向. 

我们 已得到 迪潘指 标线的 方程是 
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L0x2  +  2M0xy  +  N0  y2  =士  1. 

设共 轭方向 （心和 （幻上 的两直 线方程 分别为 : v=h 和: v  = 
则由解 析几何 学可知 々和〆 应 满足共 轭条件 
L0  H~  M0  (々  +  〆）+  Nokkf  =  0 , 

但 

是 =  2  = 办，〆 =  2  = 肚， 

k  X  du  x  du 

因 此方向 w) 和 （幻共 轭的充 分必要 条件是 

L0 du^u  +  M0  (dwSt>  +  dv^u)  +  N0 =  0.  (2.  32) 

由于 

— dn  •  dr=—  (nudu  +  nvdv)  •  (ru8u  +  rv8v) 

= L0  dudu  +  M0  (  dwSiy  +  dt>Sw)  +  N0  =  0 ， 

因 而方向 W) 和 （幻共 轭的条 件也可 表示为 

dn  •  Sr  =  0 , 

或 

Sn  •  dr  =  0. 

当 （c/)  =  G) 时 （2.  32) 变成渐 近方向 的方程 ，因 此渐近 方向是 
自共轭 方向. 

给 出曲面 上的两 族曲线 ，如 果过曲 面上每 一点， 此两族 曲线的 
两条 曲线的 切方向 都是共 轭方向 ，则 这两族 曲线称 为曲面 上的共 

轭网. 

设 共轭网 的每一 族曲线 的方向 分别为 （d/) 和 （幻， 则这 两个方 
向 应满足 

Ldu^u  +  Midudv  +  如如） +  Ndv^v  =  0.  (2.  33) 

给岀 一族曲 线的微 分方程 

Adu  +  Bdv  =  0,  (2.34) 

我们能 够找到 与它共 轭的曲 线族的 微分方 程. 这 只需从 （2.  33) 和 
(2.  34) 中消去 dw  ••  dhy， 得到 

|  Ldw  +  Mdv  Mdu  +  Ndv 

=  0 , 

B 


A 
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所以 曲线族 (2.  34) 的 共轭曲 线族的 方程是 

(BL  -  AM)^u+  (BM  -  AN)8v  =  0. 

特别地 ，取 (2.  34) 为坐 标曲线 cb=0, 则它的 共轭曲 线族是 
L8u  +  M^v  =  0. 

要 使这族 曲线是 曲线 （Sm  =  0) 的充要 条件是 M=0, 因 而得到 
命题 4 曲面 的曲纹 坐标网 是共轭 网的充 分必要 条件是 
M  =  0. 

3.5 曲 面的主 方向和 曲率线 

曲面 上一点 P 的两 个方向 ，如果 它们既 正交又 共轭， 则称为 
曲面在 P 点的主 方向. 

设 这两个 方向是 W)  =  dw  :  dz;,  Cd)=du  :  dv. 由于正 交性， 
dr  •  =  0 ， 

即 

Edu^u  +  FCdwSt；  +  dt^M)  +  Gdt；St;  =  0. 

由于共 轭性， 

dr  •  Sw  =  0  或  Sr  •  dn  =  0 ， 

即 

Ldu^u  +  Midudv  H~  di；dw)  +  Ndvdv  =  0. 

以上两 个条件 改写为 

(Edu  +  Fdv)du  +  (Fdu  +  Gdv)^v  =  0, 

(Ldu  +  Mdv)du  +  (Mdw  +  Ndv)^v  =  0. 

从以 上两式 消去如 、加得 

Edu  +  Fdv  Fdu-\-  Gdv 
Ldu  +  Mdv  Mdu  +  Ndv 
(2.  35) 还能写 成以下 形式： 

dv2  —  dwelt;  du2 

E  F  G  =0，  （2.35)， 
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M 


N 


或 


(EM-FL)du2  +  dEN  -GDdudv-i-CFN  -GM)dv2  =  0. 

(2.35/ 

这是 dw  :  ch； 的二 次方程 ，其判 别式为 

A  =(EN  _GL)2  —4(EM  —  FL)(FN  —  GM) 


= (EN  - 

- GL ) — 

^(EM-FL)T  + 

4(EG- 

E2 

-F2)(EM-FL)2, 

所以当 且仅当 

EN  —  GL  -- 

= EM-FL  =  0 

(2.36) 

时上述 判别式 △=(). 

(2.  36) 可 以写成 

E 

L  ~ 

F  G 

_  M  _  N. 

(2.37) 

因此除 （2.  37) 的情 况外， 判别式 △>(). 这 就是说 ，方程 （2.  35)" 
总有 两个不 相等的 实根. 因而曲 面上每 一点处 

(除了 芒=盖= 募的情 形外) 总有 两个主 方向. 它们 也是这 一点的 

迪潘 指标线 的主轴 方向. 

特别地 ，如 果曲面 在某一 点处有 


E  =  F  =  G 

r  _  m  —  n， 

这种 点称为 曲面的 脐点. 在 脐点处 （2.35/是 恒等式 ，因此 脐点处 
的每 一方向 都是主 方向. 对于 L  =  M=iV  =  0 的脐 点在前 面已经 
称 为平点 ，因 而平点 处的每 一方向 也是主 方向. 我们把 L、M、N 
不 同时为 零的脐 点称为 圆点. 容 易证明 球面上 的每一 点都是 
圆点. 

主方 向的判 别定理 （罗德 里格斯 （Rodrigues) 定理） 如果方 

向 W)  =  (cIm  :  ch;) 是 主方向 ，则 

dn  =  A  dr, 
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其中 x  =  -kn， kn 是曲面 沿方向 w) 的法 曲率. 

反之， 如果对 于方向 （cO 有 

dw  =  A  dr, 

则 （W 是 主方向 ，且 A  =  是曲面 沿方向 W) 的法 曲率. 

证明 先 证定理 的前半 部分： 

设 （幻是 垂直于 （c/) 的 另一主 方向. 由 w  •  n=l， 两边 微分得 
«  -  dn  =  0. 这关系 式说明 d/i 在切 平面上 ，于是 

dn  =  Adr  +  ^Sr. 

将 等式两 边点乘 Sr， 并 且注意 dn  •  Sr=0( 这是由 于方向 （d) 和 （占) 
的共 辄性） ，以及 dr  •  Sr=0( 这 是由于 这两方 向的正 交性） ，得到 

"(S/02  =  0, 

因此 

" =  0, 

由此 

dn  =  A  dr. 

再把这 等式两 边点乘 df •，得 

dr  •  d/i  —  A  dr2 , 

由此得 


再 证定理 的后半 部分： 

设方向 W) 满足 

dn  =  A  dr, 

现在 要证明 它是主 方向. 假 设方向 （幻 垂直于 （心， 把等式 dn  =  Xdr 
的两 边点乘 •，得 dn  •  Sr=0, 这表 示方向 W) 和 (幻 是共 轭的. 

因此 W) 和 （幻不 仅正交 ，而 且共轭 ，所 以它们 都是主 方向. 
至于 A  =  — t 的证明 和定理 前半部 分相同 ，我 们不再 重复. 
曲面上 一曲线 ，如 果它 每一点 的切方 向都是 主方向 ，则 称为曲 
率线 ，它 的方程 显然是 
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dv2  一  dwelt;  du2 
E  F  G  =  0, 

L  M  N 
这方 程确定 了曲面 上两族 曲率线 ，组成 曲面上 的曲率 线网. 

可 以证明 ，在 不含脐 点的曲 面片上 ，经过 参数的 选择， 可使曲 
率线 网成为 曲纹坐 标网， 从方程 （2.  35) 通过因 式分解 ，可以 得到两 
族 曲率线 的微分 方程. 它们可 以写成 

A{du  +  B{dv  =  0  (i  =  1 ,2) 

的形式 ，其中 尽是心 z； 的 实函数 ，设 A, 为它们 的任何 积分因 
子 ，则 Ai  Ai dw+Ai  jBi  dt; 与 又2义2(1以+又2石2(11； 为 H 与 幻 的 全微分 ，即 
du  =  Ai  A]  dw  +  \\Bidvj 
dv  =  A2A2dw  +  A2B2di;. 

在曲 面的每 一点， 两个主 方向互 相垂直 ，所以 曲率线 彼此不 相切， 

行列式 ^  o'  #0, 即 雅可比 行列式 
A2  b2 

d(u,v)  _  又  1A1  =  A  A  Al  Bl  ^0 

3  City  17 )  A2A2  A2  B2  A2  B2 

引进 u 为新的 参数， 则曲面 的曲率 线网成 为新的 曲纹坐 标网. 

从这 个证明 还可以 看岀， 曲面上 任意一 个正规 曲线网 都可以 
选为 曲纹坐 标网. 

命题 5 曲 面上的 曲纹坐 标网是 曲率线 网的充 分必要 条件是 
F=M=0. 

证明  F  =  0 是由 于坐标 网是正 交的， M=0 是由 于它们 
共轭. 

例 4 在 旋转面 r=  {^(^)cos  (?,  <p(t) sin  0， 〆》）} 上子 午线和 
平行 圆构成 了曲率 线网. 在本章 §1 中已介 绍过旋 转面的 曲纹坐 
标 网是由 子午线 和平行 圆组成 ，而 且对于 旋转面 r={<pU)cosd, 
cpdOsind,  0U)}， 我 们可以 计算出 F=M=0. 因此， 旋转面 上的曲 
纹坐标 网是曲 率线网 ，即 旋转 面上的 子午线 和平行 圆构成 了曲面 
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上 的曲率 线网. 

例 5 球 面上每 一点都 是圆点 ，平 面上每 一点都 是平点 •因 
此 ，球 面上和 平面上 的每一 条曲线 都是曲 率线. 


3.6 曲面的 主曲率 、高斯 （Gauss) 曲 率和平 均曲率 


曲面 上一点 处主方 向上的 法曲率 称为曲 面在此 点的主 曲率. 
由于 曲面上 一点处 的主方 向是过 此点的 曲率线 的方向 ，因 此主曲 
率也就 是曲面 上一点 处沿曲 率线方 向的法 曲率. 

现 在我们 要研究 在曲面 上一点 （非 胳点） ，法曲 率随着 方向而 
变化的 规律. 还要 证明主 曲率是 法曲率 的最大 值和最 小值. 

在曲面 S  :  r=r(M，t;) 上选曲 率线网 为曲纹 坐标网 ，则 F=M= 
0, 这时 对于曲 面的任 一方向 =  :  dw 它的法 曲率公 式就简 
化成 


, _  II  _  Ldu2  +  Ndv2 
n  —  了—  Edu2+Gdv2： 


(2.38) 


沿 m  — 曲线 （dz;  =  0) 的 方向对 应的主 曲率是 ki  = 

> 

沿 I； 一 曲线 （ck  =  0) 的方向 对应的 主曲率 是 心 = 

(2. 39) 

设 没为任 意方向 ^ 和 w —曲线 （§t；=0) 方向 的夹角 ，贝! J 
n _  Edudu  H~  Fidudv  ~h  dt/Sw)  -|- 

COS  (/ ==  - - - 

VEdu2  -h  2Fdudv  +  Gdv2  VE8u2  +2F^u8v  +  G8v2 

_  _ Edudu _ 

VEdu2  +Gdv2 

所以 


而 


cos2^  = 


Edu2 

Edu2  +  Gdv2 


(2.40) 
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sin2 汐 =1  —  coszO  = 


Gdv2 

Edu2  +  Gdv2  • 


由于 （2.  38) 可 表示为 


_  L  Edu2  ,  N  Gdv2 
~  E  Edu2  +GAv2  Edu2  +  Gdv2 


(2.41) 


由此把 (2.  39), (2.  40), (2.  41) 代入 上式得 

k、= cos2 汐  +  々2 sin2 汐，  (2.  42) 

这个 公式称 为欧拉 （Eiiier) 公式. 在脐 点这个 公式仍 然正确 ，因为 
这时有 h  =匕 ，而 沿任意 方向的 法曲率 kn=k,  =k2. 

欧拉 公式表 示只要 知道了 主曲率 ，则任 意方向 U) 的 法曲率 
就 可以由 W) 和 w —曲 线的方 向之间 的夹角 (9 来 确定. 

以下 我们介 绍有关 主曲率 的一个 命题： 

命题 6 曲面 上一点 （非 脐点） 的 主曲率 是曲面 在这点 所有方 
向的法 曲率中 的最大 值和最 小值. 

证明 设 (如果 &>& ， 可以交 换坐标 m 和 ^). 

由欧拉 公式知 

kn  =  ki  cos2d+  k2  (1  —  cos2  0) = 是2  +  d —  k2)cOS2dj 


于是 

因此 


k2  —  kn  =  Ck2  — 是  1  )cos2 夕 >  0, 


同 样又可 以得到 


是 2  是”. 


kn  —  ki  =  Ck2  —  ^1  )sin2(9  ^  0, 

因此 

是 n  々1 ， 

即 

k\  <  kn  kz. 

这就 是说， 主曲率 h， h 是法 曲率怂 的最大 值和最 小值. 
现 在我们 来导出 主曲率 的计算 公式. 


•  101  • 


由罗 德里格 斯定理 ，沿 主方向 （c/) 有 
dn  =—— kNdry 

其中心 为主 曲率， 即匕和 匕， 上 式又可 以写成 

nudu  +  nvdv  =—  kN(rudu  +  rvdv) , 

上式 两边分 别点乘 r„， 匕得 

ru  •  nudu  +  ru  •  nvdv  =一  kN(ru  •  rudu  +  ru  •  rvdv) , 
rv  •  nudu  +  rv  •  nvdv  =—  kN(rv  -  rudu  +  rv  •  rvdv) , 

即得到 

— Ldu  —  Mdv  =—  kN(.Edu  +  Fdv) , 

— Mdw  —  Ndv  =—  (Fdw  +  Gdv) , 

整理后 ，得 

(L  —  EkN)du  +  (M — N ) dv  =  0.  (2.  43) 

(M — Fk N) du  - (N  —  GkN^dv  =  0.  (2.  44) 

从 （2.  43), (2.  44) 消去 dM、dt;， 则 得主曲 率的计 算公式 
L  —  k^E  M  一  k^F 

=  0, 

M-kNF  N  -kNG 


(EG  -  F2)k2N  -  dLG  -  2MF  +  NE)kN  +  (LN  -  M2)  =  0. 


(2. 45) 


下 面介绍 在曲面 论的许 多问题 中起重 要作用 的两种 曲率. 

设 匕、心 为曲面 上一点 的两个 主曲率 ，则 它们的 乘积々 称为 

曲面在 这一点 的高斯 (Gauss) 曲率， 通常以 K 表示. 它们的 平均数 j 

(h +々2) 称为 曲面在 这一点 的平均 曲率， 通常以 H 表示. 由方程 
(2.  45) 利用 二次方 程的根 与系数 的关系 ，便得 


高 斯曲率 


K  =  kik2 


LN-M2 

EG—F2 


平 均曲率 


LG-2MF+NE 


2(EG—F2)  • 
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对于 曲面的 特殊参 数表示 2  =蚁工,3；)， 由于 

E  =  1  +  /)2， F  =  pq ， G  =  1  +  qr2 , 
EG  —  F2  =  1  +  />2  +  g2 , 


因此得 


=  7r+yw,M  =  7r+y+^ 


\/l  p2  q2 


K  =  _ rt  —  s2 

(l+p2+q2)2  9 

H  =  P  +  q2)r—2pqs  +  (1  +  p2)t 
2(l  +  /)2+g2 产  • 

例 6 求旋 转曲面  r  =  {^(w)  cos  Qy  <p(u)  sin  6,  w)} , 

9(“)>0 的高 斯曲率 和平均 曲率. 


解  r={9(w)cos  d9  ^(w)sin  Q,  0(w)}, 

^  =  {^cos  09  ^sin  09 〆(《)}， 

{  — psin  沒， 平 cos  d ， 0}， 

E=r»  *  ^u~<p2^-<//29  F=ru  •  r9  —  0 yG=re  •  re=<p2  9 
V  EG  Fz  =<p  \pz  -{-(/j  2 ， 


n_  ruXrd  _{—ipf cos  dy—i/j  s\n  d,(p) 

々g-f2  VV2+〆2 

ruu~  {cf!’ cos  d ， 中" sin  djtpf/} , 

=  95’sin  (9， ^cos  0,0} , 
rffd  =  {—<pcos  Q,  — ^sin  (9,0} , 


L  =  n 


^uu 


一 

\J  cp，2 


,M=n  •  ru0=O9 


N=n  •  rm  = — 钟 - • 

\j  cp2  +〆2 

特别地 ，取 xOz 平面上 最初的 曲线为 I  =〆 幻， g 卩取坐 标之作 
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为最初 的曲线 的参数 ，那 么有 


于是得 


Z  =  0(m)  = 


L 


- ， M  =  0  9  N 


±_ 


\J  <p^ 

因为 F=M=0, 所 以旋转 面的坐 标曲线 （子 午线和 纬线） 是曲率 
线， 并且主 曲率为 

_  " 


k. 


h 


L  = 
= N 


(1+〆2)3,2’ 

1 


9 


+  <p 


f2 


所 以曲面 在一点 的高斯 曲率为 


K  =  kik2  =— 


9 


cpa  +  cpf2y 


平均 曲率为 


H  =  jdk,  +k2) = 


1  +  (p2  —  <p<pf/ 

2^(1 +  〆2)3’2  • 


例 7  — 个曲面 如果它 每一点 处的平 均曲率 H=0, 则 称之为 
极 小曲面 （详 见本章 §  6). 可以 证明， 以空间 闭曲线 为边界 的曲面 
域中 ，面 积最小 的曲面 必是极 小曲面 ，即 平均曲 率为零 的曲面 .极 
小曲 面的实 际模型 是将在 空间中 弯曲的 铅丝浸 入肥皂 溶液中 ，取 
岀 时所得 的皂膜 曲面. 


现在 我们要 求出极 小旋转 曲面， 即求出 H=0 的旋转 曲面. 
由例 6 中可知 


所以 


1  +  cp2  —  cpcp" 

29(1+〆2)3/2 


由此得 
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1  +  (p2  —  <p<pf/  =  0, 


即 


99 


1+9 


，2 


$_ 

<P 


-|-{ln(l  +  <p2yy  =  (In  <p)\ 

积 分后我 们得到 


或者 


9  =  a  cp2  ,  a  = 常数， 


上式可 以变成 

积 分后得 


即 


<p(z)  =  y(e*/a  +e'*/a), 

这里 省去了 积分 常数， 因为它 只不过 表示沿 平行于 旋转轴 的平移 
而已. 

因此曲 面是由 悬链线 

X  =  y  (e^  +  e~z/a  ) 

旋转 而成， 称为悬 链面. 在 形状上 它很像 压扁了 的单叶 双曲旋 转面. 


3.7 曲 面在一 点邻近 的结构 


为了 研究曲 面的弯 曲性， 我们注 意到高 斯曲率 K 与 LN-M2 
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是 同号的 ，这 是因为 


r,  _  LN-M2 
— EG-F2  9 

上式中 分母总 是正的 （因 EG-F2  =  (rMXrJ2>0). 因此 K 的符 
号由 LiV  —  M2 的 符号来 确定. 从而， K>0 的 点是椭 圆点， K<0 
的 点是双 曲点， K  =  0 的 点是拋 物点或 平点. 

现 在我们 分别讨 论曲面 在每一 类点的 邻近的 情况： 

1° 椭圆点 

K>0  或  LN-M2  >0, 

这时主 曲率々 i 、匕 同号 ，即 匕>0，々2>0 或 hCOACO. 

适当 地选择 曲面的 法向量 w， 我们可 以只考 虑匕和 h 都大于 
零的 情形. 

根据欧 拉公式 

kn  —  kicos2 0  ~\~  k2s\n2  0 ^ 

所以 曲面的 任意方 向的法 曲率都 大于零 ，而 t 就是 相应的 法截线 
的 曲率. 

以上 说明了 曲面沿 所有方 向都朝 同一侧 弯曲. 

由于 主曲率 々1>0，々2>0, 这就是 说主方 向上的 两个法 截线的 
曲率 分别为 h 和 々2, 这 两个法 截线都 是平面 曲线. 根据 第一章 
§3 的结 果知道 它们的 近似曲 
线 的方程 分别为 

y=^x\y=^x\ 

这是 两条拋 物线. 由此 可以看 
出 曲面在 椭圆点 邻近的 形状近 
似 于椭圆 拋物面 （如图 2-17). 

2° 双曲点 

K<0 或  LiV  — A^CO, 这 
时 主曲率 kx、k2 异号. 适当地 
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图 2-17 


选择 曲面的 法向量 /! 后有 

k,  <0,  k2>  0. 

因此对 应于主 方向的 两条法 截线中 有一条 朝 „ 的反 向弯曲 ，另一 
条朝 /! 的正向 弯曲. 

根据欧 拉公式 

kn  = 々1  cos2 奸是 2  sin2 汐， 

得到 各个方 向的法 曲率怂 的变化 情况如 下表： 


6 

0 

K 

丌 

T  2" 

/ 

^  0  /  k2  \ 

1  0  \  / 

^  0  ^2  \  0  \ 

由此可 以看出 ，法曲 率在四 个方向 上为零 ，它 们就是 双曲点 的渐近 
方向 （如图 2 -18), 也 就是迪 潘指标 线的渐 近线的 方向. 


我 们进一 步用欧 拉公式 可以求 岀渐近 方向所 对应的 0 值. 
由于 

kn  = 々icos2 汐 +  々2sin20  =  0， 

所以 


tan  d  =土 


即 
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Q  =土  arctan 

渐近方 向的两 对对顶 角中， 一对对 顶角包 含具有 kn<Q 的 法截线 
的方向 ，对 于这 些方向 曲面朝 n 的反向 弯曲. 另一 对对顶 角包含 
具有 kn>0 的法 截线的 方向， 对于这 些方向 曲面朝 /! 的正向 
弯曲. 

现在 我们来 观察主 方向上 法截线 的形状 ，它们 分别近 似于拋 
物线： 


y  =  Y， (h  <o), 

y  =  j^2  (是 2  >0)， 

其中前 一个朝 《 的反 向弯曲 ，后 一个朝 n 的正向 弯曲. 因此 ，曲面 
在双曲 点邻近 的形状 ，近似 于双曲 拋物面 （马 鞍面 ）（ 如图 2-19). 


3° 拋物点 

K  =  0  或  LN-M2=09 

这时 中 至少有 一个等 于零. 适 当选取 法向量 /! 后有 

kl  <i  0  9  k2  =  0. 

因 此对应 于主方 向的两 条法截 线中有 一条朝 M 的反 向弯曲 ，另一 
个 主方向 是渐近 方向. 由于 这时除 h=0 夕卜， t 总是 取负值 ，因而 
除渐近 方向外 ，一 切法截 线都朝 n 的反向 弯曲. 

根据 第一章 §  3 的结果 ，主 方向 上法截 线的形 状分别 近似于 
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y  = 


其中 前一个 由于々 1<0, 因此是 朝 „ 的反向 弯曲的 拋物线 ，后 一个 
为立方 拋物线 （如图 2-20). 


对于平 点来说 L  =  M=iV=0, 因此 主曲率 h=t=0, 这时主 
方向上 两条法 截线的 形状都 近似于 立方拋 物线： 

y  =  y々i 工 3 ， 
y  =  |石2 工 3. 

3.8 高斯曲 率的几 何意义 

从以上 的讨论 ，我 们了解 到高斯 曲率的 值所给 出的对 于曲面 
的一 般弯曲 性的分 析是从 各个方 向的法 曲率分 布概括 出来的 .如 
果不利 用关于 曲面曲 线的研 究结果 ，而 直接 讨论高 斯曲率 的几何 
意义 ，就可 以更明 显地说 明上述 事实. 为此 我们先 介绍曲 面的球 
面表 7K. 

设 a 是曲面 S:f=rU，t;) 上一块 不大的 区域， 另外再 作一单 
位 球面. 现在我 们建立 a 中的 点和单 位球面 上的点 的对应 关系如 
下: a 中任 取一点 PU，t;)， 作 曲面在 P 点处 的单位 法向量 /!= 
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n(w，t;)， 然后把 fi 的始端 平移到 单位球 的中心 ，则 w 的另 一端点 
就在 单位球 面上. 设 该点为 〆， 这样 对于 曲面的 小区域 a 中的每 
一点 r(u，v) ， 与 球面上 向径为 的点 对应. 因此， 
曲 面上所 给岀的 小区域 a 表示到 单位球 面的对 应区域 ，上. 这就 
是说， 建立了 曲面的 小区域 〃 到单位 球面上 区域， 的 对应. 我们 
把曲 面上的 点与球 面上的 点的这 种对应 称为曲 面的球 面表示 （如 
图 2-21)， 也称 为高斯 （Gauss) 映射. 


P' 


当 P 点 在曲面 S 上描 出一 曲线时 ，通过 球面表 示它的 对应点 
，在 单位 球面上 也描岀 对应的 曲线. 因此 ，当 P 点在 曲面 上描出 
一 微小弧 心 时， 存在球 面上也 描岀一 微小弧 心* . 

定义 曲 面的第 三基本 形式为 

IK  =  ds* 2  =  dn2  =  edu2  +  2fdudv  +  gdv2 , 

换言之 ，曲 面的 球面表 示的第 一基本 形式叫 做原曲 面的第 三基本 
形式. 

由于 

DI  =  dn2  =  (nudu  +  nvdv)2 

= nu  •  nudu2  +  2nu  •  nvdudv-\-  nv  •  nvdv2 , 

所以 

e  =  nu  •  nu,  f  =  nu  •  nv,  g  =  nv  •  nvy 
e、f、g 叫做曲 面的第 三类基 本量. 

以 下证明 第三基 本形式 m 可以 用第一 和第二 基本形 式来表 
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示. 为此 ，我 们选取 曲率线 网为坐 标网， 则曲面 S 的第一 、第 二基 
本 形式可 以写成 


I  =  Edu2  +Gdv\ 
n  =  Ldu2-\-Ndv2. 


(2.46) 


由于我 们选取 了曲率 线网为 坐标网 ，故 ^ 和^ 分别为 主方向 ，设 
kY、k2 分别为 w —曲线 方向和 r 一曲线 方向的 主曲率 ，则根 据罗德 
里格 斯定理 

nu  =—kiruJ  nv  =—  k2rv, 

由 此可得 

e  =  nu  •  nu  =  k\r\  =  k\Ey 
f  =  nu  •  nv  =  kxk2ru.  •  rv  —  0^ 
g  =  nv  •  nv  =  k\fi  = 

所以 

冚 = k\Edu2  +  klGdv2  9  (2.47) 

同时 

L  =—  nu  •  ru  =  kxr2u  =  kiEj 
N  =—  nv  •  rv  =  k2rl  =  k2G， 

因而 

II  =  ^Edu2  +k2Gdv2.  (2.48) 

从 （2.46)，（2.47)，（2.48) 得到 

m  一 （是 i  +々2)  n 十 々i 是 2  i=o. 

由于高 斯曲率 K  =  平 均曲率 H=^^， 因而曲 面的三 


个 基本形 式之间 有如下 的线性 关系： 

IE  -2HH  +KI  =0. 

因为三 个基本 形式与 H.K 都跟 坐标曲 线的选 择无关 ，所 以这个 
关系式 对于曲 面的任 何坐标 都成立 • 

这样我 们证明 了曲面 的第三 基本形 式可以 由第一 、第 二基本 
形式来 表示. 
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现 在我们 研究高 斯曲率 的几何 意义. 曲面的 小区域 CT 在 球面表 
示 (高斯 映射) 下对 应到球 面的区 域，. 如果 当曲面 在这块 (T 上弯 
曲 的程度 越大时 ，它的 对应球 面区域 ，也就 越大. 因而 〃 的弯 曲程 
度可 以用〆 的面 积对于 〃 本身的 面积的 比值来 刻画. 曲面 在已知 
点 处的弯 曲程度 自然就 用这个 比值当 CT 收 缩成点 P 时的极 限来衡 
量. 以下我 们要证 明这个 极限就 等于在 P 点的 高斯曲 率的绝 对值. 
命题 7 曲面上 P 点邻近 的区域 CT 在 单位球 面上的 表示是 


， ，当 a 趋于 曲面上 已知点 P 时，〆 的面积 与区域 ^ 的面 积之比 
趋于 曲面在 P 点的 高斯 曲率的 绝对值 .即 


证明 


|  KP  |  =  lim- 


的面积 

的面积 


由本章 §  2 的 （2.  25) 有 


a 的面积 =\\\ru  X  rv  I  dudv9  (2.  49) 

a 

a*  的面积 = jjl  nu  X  I  dwch;，  (2.  50) 

a 

等式右 边的积 分区域 5 为曲 纹坐标 w， z； 的变 化区域 ，而 w,  p 同时 
为这 两个积 分中的 变数. 

此 外由于 向量积 

ru  X  rv  和  nu  X  nv 


分别是 曲面与 球面的 法向量 ，且 因对应 法线互 相平行 ，所以 

nu  X  nv  =  A(rtt  X  rv).  (2.  51) 

为确 定因子 A， 两边点 乘向量 ruXrv,  BP 


(wu  X  nv)  •  (r„  X  rv)  =  A(rM  X  rv)  •  (rtt  X  rv). 
根 据拉格 朗日恒 等式有 


nu  •  ru  nu  •  rv 
nv  •  ru  nv  •  rv 


= A 


ru  •  ru  ru  •  rv 
rv  •  ru  rv  -  rv 


即 


•  112  • 


LN-M2  =  ACEG-F2), 


由此得 


代入 （2.  51) 则有 
把 

代入 (2.  50) 得 


,  LN-M2  ^ 
A==  EG-F2  =K， 


nu  X  nv  =  K(ru  X  rv). 


\nuXnv\=  \K  \  \ruXrv\ 


(2.52) 


a*  的面积 = JJ  I K  I  \ruXrv\  dudv. 

a 

应用 二重积 分的中 值定理 ，就有 

(j*  的面积 = |  Kq  |JJ \ruX  rv\  dudv  =  \KQ\  •  (cr  的面 积）， 

a 

其中 Kq 表示高 斯曲率 在区域 CT 中某 一内点 Q 的值. 

现在 让区域 tr 趋于点 P ， 这时点 Q 也趋于 P ， 于是从 上式得 

=  lim|KQ|=  lim  \Kq\=  \Kp\. 

<7 - P  (7 的面积  a^P  Q^P 

由 此得到 曲面在 P 点 的高斯 曲率的 绝对值 的几何 意义是 单位球 
面上的 区域， 的面积 与曲面 上的对 应区域 CT 的面积 之比值 ，当 C 
趋于 P 时的 极限. 

以下 给出在 球面表 示时高 斯曲率 的符号 的几何 意义. 由于 
nuX  nv  =  K(rM  X  rv) , 

其中 ruXrv 是曲 面的法 向量， 是球 面的法 向量. 

K>0 表示这 两法向 量指向 一致， 因此从 /*„ 到〜 的旋 转方向 
和 到1 的旋 转方向 相同. K<0 表 示这两 法向量 的方向 相反， 
从而 rM 到 rv 的 旋转方 向和从 wM 到 的旋转 方向相 反. 

| 习 题: 


1. 计算 悬链面 
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r  =  {cos  h  mcos  v,  cos  h  wsin  v9  u) 

的第一 、第 二类基 本量. 

2.  计算 抛物面 2x3=5x?+4x1x2+2j:| 在原点 的第一 、第 二基本 形式. 

3.  证 明对于 正螺面 

r  —  { ucos  v9  Msin  bv) ,  —  oo  <；  m  <4 -  00 ， 一  oo  v  <；+  oo 
处处有  EN~2FM-\-GL=0. 

4.  求岀 抛物面 2r=  +  Ux2+6y) 在 (0,0) 点 和方向 （dr  :  d：y) 的法 曲率. 

5.  已 知平面 7T 到单 位球面 S 的中心 距离为 3(0<^<1), 求 7T 与 S 交线 
的曲 率与法 曲率. 

6.  利 用法曲 率公式 t  =  f 证明 在球 面上对 于任何 曲纹坐 标第一 、二类 
基 本量成 比例. 

7.  求 证在正 螺面上 有一族 渐近线 是直线 ，另 一族是 螺旋线 • 

8.  求曲面 z=:cy 的渐 近线. 

9.  证 明每一 条曲线 在它的 主法线 曲面上 是渐近 曲线. 

10.  证明 在曲面 z=/(x)  +  g(：y) 上 曲线族 ：r= 常数 ，: y= 常数 构成共 
轭网. 

11.  确定 螺旋面 x=ucos  y=usin  v9  z=cz; 上的曲 率线. 

12.  找出 双曲面 z=a：r：y 上的曲 率线. 

13.  求曲面 r=  { — v) , 音 (w+v)， 言} 上的曲 率线的 方程. 

14.  给 出曲面 上一条 曲率线 r, 设 r 上每一 处的副 法向量 和曲面 在该点 
处的法 向量成 定角. 求证 r 是一 平面 曲线. 

15.  如 果一曲 面的曲 率线的 密切平 面与切 平面交 成定角 ，则它 是平面 
曲线. 

16.  求正螺 面的主 曲率. 

17.  确定 抛物面 2=^(*2：2+/) 在 （0,0) 点的主 曲率. 

18.  证 明在曲 面上给 定点处 ，沿相 互成为 直角的 方向的 法曲率 之和为 常数. 

19- 证明 若曲面 的两族 渐近曲 线交于 定角， 则主曲 率之比 为一个 常数. 

20.  求 证正螺 面的平 均曲率 为零. 

21.  找出 双曲面 在点 1  =  7=0 的平 均曲率 和高斯 曲率. 

22.  证明极 小曲面 上的点 都是双 曲点或 平点. 
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23.  求 证如果 曲面的 平均曲 率为零 ，则 渐近线 构成正 交网. 

24.  在 xOz 平面上 取圆周 3；  =  0, （J：_6)2+Z2=a2(6>a)， 并 令其绕 5； 轴 
旋 转得圆 环面. 圆环面 的参数 方程是 

r  =  {(办+acos  <p)cos  d,  (6  +  acos  9)sin  沒， asin  <p) 

(0<^<2^,  0<(?<2tt)， 求圆环 面上的 椭圆点 ，双 曲点和 抛物点 （如第 24 题 
图所 示）. 


25.  若 曲面的 第一基 本形式 表示为 I  =A2(M，i;)(dM2+ch/) 的形式 ，则称 
这个 曲面的 坐标曲 线网为 等温网 ，试 证：旋 转曲面 r=k(0cos(9,  ^(,)sin  09 
/(O 上 存在等 温网. 

26.  若两 个曲面 S^S2 交于一 条曲线 （C)， 而且 （0是 \ 的 一条曲 率线， 
贝 |J(C) 也是 & 的曲率 线的充 要条件 是 $ 、S2 沿着 （C) 相 交成固 定角. 

27.  证明 在曲面 S 上一个 双曲点 P 处， 若两条 渐近曲 线都不 是直线 ，则 

它 们之中 ，一 条在点 P 的 挠率是 V—K， 另一条 在点、 P 的挠 率是一  其 

中 K 是 S 在点 P 的高斯 曲率. 

28.  证明 如果曲 面上无 抛物点 ，则它 上面的 点和球 面像上 的点是 —— 对 
应的. 

§4 直纹 面和可 展曲面 

4.1 直纹面 

由直 线的轨 迹所成 的曲面 称为直 纹面， 这些直 线称为 直纹面 
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的直 母线. 柱面 、锥面 、单叶 双曲面 （纸 篓面） 、双曲 拋物面 （马鞍 
面） 、空 间曲线 的切线 曲面等 都是直 纹面. 现 在我们 来导出 直纹面 
的参数 表示. 

直纹面 上取一 条曲线 （C)， 它 的参数 表示是 
a  =  a(u). 

曲线 （C) 和所 有直母 线相交 ，即 过曲线 （C) 的 每一点 ，有 一直 
母线 ，曲线 （C) 称为直 纹面的 导线. 

设 &U) 是 过导线 （C) 上 flU) 点的直 母线上 的单位 向量. 导线 
(C) 上 flU) 点到直 母线上 任一点 的 距离为 汛如图 2-22)， 
则 向径# 可以 表示成 

r  =  a(w)  +  vb(u)  9  (2.  53) 

这就是 直纹面 的参数 表示. 


由 （2.  53) 可以 看出直 纹面的 I； 一曲线 常数） 是直 母线， 
M —曲线 常数） 是 和导线 （C) 平行的 曲线. 

我们来 计算直 纹面上 任一点 PU， 汾的 法向量 它 平行于 
hXG， 从 (2.  53) 容易 算出: 

ru  =  a  {u)  +  vb\u) ,  rv  =  b(u) , 

所以 

ru  X  rv  =  a  X  b  vb/  X  b. 
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我们 现在来 讨论当 P 点在 曲面上 沿一条 直母线 移动时 ，法向 
量 的变化 情况： 

情形  1:  aXb//bfXby  即 （fl，， 办， bfy^O. 

这时当 P 点在 一条直 母线上 移动时 ，参数 u 随 P 点的 变动而 
变化 ，因此 法向量 /!( 或切 平面） 绕直母 线而旋 转. 

情形 2:  a  X  b  //  X  b ,  UP  9  b ,  bf  )=  0 . 

这时当 P 点 沿一条 直母线 移动时 ，虽然 z; 变化了 ，但是 

只改变 长度， 不改变 方向. 也就是 =  保持 不变. 这说 

明 P 点沿 直母线 移动时 ，它的 法向量 （或切 平面） 不变 ，此 时直纹 
面沿一 条直母 线有同 一个切 平面. 

对于 直纹面 r=ci(M)+z^(M) 有 rv  =  b(u) ，所以 曲面在 P 点的 
沿方向 rv 的法截 线就是 直母线 ，这 是一 条直线 ，它 的曲率 为零. 
根 据梅尼 埃定理 k„  =  kcos 心 因此 P 点在方 向 rv 上 的法曲 率々„  = 
0. 根据 以前的 讨论， 只有当 P 点是双 曲点或 拋物点 时才可 能出现 
1=0 的情形 • 这说明 了直纹 面上高 斯曲率 

下面 我们将 指岀对 于情形 1 有 k<0; 对 于情形 2 有 K  =  0. 
由直纹 面的参 数表示 

r  =  a(w)  +  vb(u) ， 

得到 

ruu  =  a/ji-vb'\  ruv  =  b\  =  0. 

单位法 向量为 

n  ―  Tu  ^  r^>  __  a  X  b-\-  vbf  X  b 

\ruXrv\  ~~ ^/eg-F2  ， 

由 此得第 二类基 本量为 
L=  ruu  •  n 

= (b ，b ，办) 幻2  +  [(fl〃，Z/ ，fr)  +  ( 办"， a’ ， 办)] i；  +  (fl"，a’ ， 办) 

VEG-F2  ， 

M  =  rMV  •  n  =  ~^，a’，b) , 

V  EG  -  F2 
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N  =  •  w  =  0. 

再 计算高 斯曲率 

F  _  LN  -  M2  _  -  H ，b)2 
EG-F2  ~  (EG-F2)2  * 

因而对 于情形 1，（，功，^/)关0 有高 斯曲率 K<0, 对 于情形 2, 
(a’ ，b，b’）=0 有  K  =  0. 

我们已 经知道 对于法 曲率怂 有 々„  =  + ， 又因为 沿着直 纹面的 

直 母线有 1=0, 所以有 n  =0, 因 此直纹 面的直 母线一 定是渐 
近线. 

我们要 考虑两 条无限 邻近的 直母线 的相互 位置. 

先定 义直纹 面的腰 曲线. 

设 / 是过导 线上点 的 直母线 /是过 导线上 dU) 的邻近 
点 △幻的 直母线 ，作 Z 和 广的 公垂线 （如图 2-23) ，垂 足分别 
为 M 和 M、 公垂线 的垂足 M 当 时沿 直母线 趋近于 
极 限位置 M。， 点 M。 称为 直母线 （上的 腰点. 下面 我们导 出腰点 
的 向径表 达式. 


垂足 M，AfZ 所 对应的 向径为 
M：  r  =  aiu)  +  vb ( w) , 

Mf :  r  +  Ar  =  a  +  Aa  +  (t；  +  ^v)(b  +  Ab) , 
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由 以上两 式得到 

MMf  =  Ar  =  Aa  +  vAb  +  Av(,b  +  Ab).  (2.  54) 
又因为 是两直 母线的 公垂线 ，所以 垂直于 & 和 6+ △幻 因而垂 
直于 这样有 

MMf  •  Ab  =  0. 

把 （2.  54) 代入得 

Aa  •  Ab  -f  v^b  •  Ab  +  /\v(b  +  Aft)  •  Ab  =  0, 

上 式除以 （Am)2 


Aa 

Aw 


Am  Am 


— +  — (ft  + A&) — 
Aw  Am  Aw 


0.  (2.55) 


当 0 时 ，我 们考虑 MM' 的极限 位置. 在 这里我 们假设 i/U) 关 0 
(对于 的 情形在 以后讨 论）. 

注意当 匕 u~^ 时有 


Aa 

Am 


Aft 

Aw 


V， 


Aft 

Am 


△办 — f 

这时 (2.  55) 式为 


0  =  0.  b 


a  •  b  -\-  iJ) 


f2 


Ab 

Aw 

=  0, 


b  •  bf 


因而 

a  •  ^ 

一 ~F「. 

把它 代入到 r=flU)  +  4U) 后得到 腰点的 向径表 达式： 

r  =  a(u)  —  -  >(“) 厶 （M).  (2.  56) 

总之 在直纹 面的每 一条直 母线上 （假定 V (幻关 0) 有 一个腰 
点 ，这 些腰点 的轨迹 称为腰 曲线. 在方程 （2.  56) 中以 M 为参数 ，则 
它 表示腰 点向径 的变动 与参数 a 有关， 也就是 与母线 的选择 有关. 
因此 (2.  56) 就是 腰曲线 的参数 方程. 腰曲线 的几何 意义是 它沿直 
纹面 的狭窄 部位“ 围绕着 ”这直 纹面. 若我们 取腰曲 线为导 线 r= 
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flU)， 则在 （2.  56) 中 腰曲线 的向径 r 就是 导线 的向径 (I ， 因 此得到 
腰曲线 是导线 的充分 必要条 件是， •  6'==0 即 ^丄广. 


4.2 可 展曲面 

在 §  4.  1 中， 我们把 直纹面 r=ciU)  +  4U) 分 为两种 情形： 

1° 

2°  aXbr//b，Xb,W!i(,a\b,b,)  =  0. 

对于第 2° 种情形 的直纹 面我们 称为可 展曲面 ，也就 是说， 可展曲 
面是沿 一条直 母线有 同一个 切平面 的直纹 面. 

命题 1 每一 个可展 曲面或 是柱面 ，.或 是锥面 ，或 是一 条曲线 
的切线 曲面. 

证明 对 于可展 曲面有 （a、hV)=0 ，我 们取腰 曲线为 导线， 
即 此时有 〆 •  bf  =  0. 

(i)  当 ^  =  0 时， aU)  = 常向量 ，这表 示腰曲 线退化 为一点 ，也 
就是说 ，各 条直母 线上的 腰点都 重合. 我们 得到以 所有母 线上公 
共 的腰点 为顶点 的锥面 （如图 2-24). 

(ii)  当  ^#0 时， 由条件 (V ，ft，f)=0,  •  br  =  0 并且  I  =1， 

ft 丄 V 得到 fl7/h 这时 得到切 于腰曲 线的切 线曲面 (如图 2-25). 


(iii) 当 f  =  0 时 ，6U)  = 常向量 ，这表 示柱面 （如图 2-26). 
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图 2-26 

反过来 也成立 ，即： 

每 一柱面 、锥 面或任 意空间 曲线的 切线曲 面是可 展曲面 （证明 
留作习 题). 

为了 进一步 研究可 展曲面 ，我们 先介绍 单参数 曲面族 的包络 
的 概念. 

给 出一个 单参数 曲面族 

:  Fix 9y 9z,a)  =0,  (2.  57) 

其中 《 是 参数. 当 《 的值 变化时 ，我们 得到族 中不同 的曲面 &， 并 
且假 定函数 厂(*3：，3；，2：，0：)具有一阶与二阶连续偏导数. 

如 果有一 个曲面 S， 它的每 一点是 族中一 个曲面 & 的 
点， 而且在 S 与 sa 的公 共点它 们有相 同的切 平面， 反过来 ，对 
{&} 族中每 一个曲 面3<1 ，在曲 面 3上 有一点 Pa  $Sa 与3 在/^ 
点有 相同的 切平面 ，则 S 称为 单参数 曲面族 {5„}的 包络. 

现 在假定 曲面族 {Sa} 的包络 S 存在 ，则根 据上述 定义， s 上 
任意点 /30：，3；，^：)必在族中某一个曲面上，而这个曲面由参数£^来 
确定 ，所 以包络 S 上每一 点对应 于^ 的 一个确 定值. 因而 a*s 
上点 的坐标 Cr, ：y, 幻 的 函数： 

a  =  a(x9y,z)9  (2.  58) 

把 它代入 （2.  57) 得 

Fix9y9z9aCx9y9z)2  =  0.  (2.  59) 
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对于 S 上的点 ，上式 为恒等 式. 

其次 在包络 S 上 任取一 条曲线 （C) : 

r  =  r(i)  SP  r  =  xCt)e\  +  y(Oe2  +  z(t)e3 , 

因 为曲线 （C) 上 的坐标 应满足 （2.  59) 式， 所以必 满足恒 等式： 

F[x ⑴ ，: y ⑴ ，之⑴ ,a(0]  =  0, 

对于 £求 导数得 

F^+F4  +  F^+F4  =  ° -  (2-60) 

现在， 在曲线 （C) 上 取一点 P. 由于 S 与 Sa 在 P 点有相 同的 
切平面 ，曲线 （C) 在 P 点的 切线和 sa 在 P 点的法 线垂直 ，即 

Fx  ^  +  Fy  ^  +  FZ  学 =。 ①.  (2.  61) 

比较 （2.  60) 和 （2.  61) 便得 

Fa^  =  0,  (2.62) 

这 对包络 S 上每 条曲线 都成立 • 

因 为曲线 （C) 可以 在包络 面上任 意选择 ，使得 ¥參0, 因此 
Fa  =  0, 

即 

Fa[x9y9z9a(x9y9z)J  =  0.  (2.  63) 

由以上 的分析 ，说 明了 曲面族 （2.  57) 的包络 S 满足 方程组 

lFU,y,z9a)=  09  (2.64) 

\Fa(x9y9z,a)  =  0. 


① 对于曲面厂(工,3/，2)=0，在曲面上过户0 点取 一曲线 r=j：(fM+：y(Oe2+z(Oe3, 
于是有 F(xCt) ，: y ⑴， zO))=0, 两端对 f 取 导数得 Fx 石 +  Fy  f  石 =  0 即 

{FxfFytFz}  -  r\O  =  0. 但 上述曲 线为曲 面上过 Po 点的任 意曲线 ，故上 式中〆 “） 为 
曲 面上过 J3。 点的 任意方 向的切 向量. 因此 厂 }是曲面在戶。 点 的法线 上的一 
向量. 
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换言之 ，对 于包络 S 上的 每一点 U，y，z) ， 可以 找到这 样的值 《， 使 
四个数 满足 方程组 （2.  64). 

从 方程组 （2.  64) 消去 《， 则得到 具有下 列形式 的方程 

=  0, 

这个方 程所表 示的曲 面 S# 叫做 曲面族 (2.  57) 的判别 曲面. 

我们 假定在 族中的 曲面上 的点和 在包络 上的点 都是正 常点的 
情况. 在这种 情况下 ，我 们可以 证明判 别曲面 S# 就是 包络面 S. 
判别曲 面 可以这 样理解 ：对于 每一个 固定的 《， 方程组 （2.  64) 
代表曲 面 Sa 和曲面 Fa=0 的交线 Ca， 而判别 曲面义 是这 些曲线 
匕所 产生的 曲面. 因此， S* 上每 一点决 定一个 《 值， （x，y，z)， 
而 点的坐 标以及 其所对 应的， 值适合 （2.  64). 但 上面已 经得到 
包络 S 上每一 点和它 所对应 的《 值适合 （2.  64)， 因 而包络 S 属于 
判 别曲面 S' 

下_ 面再 证明判 别曲面 S# 属 于包络 S. 

由于 判别曲 面上每 一个点 都在族 中某一 曲面上 ，因此 它的坐 
标对 《 的某 个值满 足方程 

F(jc,yyz,a)  =  0, 

我们 在判别 曲面上 过一点 P 任取一 条曲线 =  + 

代人 方程组 （2.  64) 的 第一式 ，然 后关于 Z 求导 数， 

则有 

p  -u  p  ^  p  =  o 

x  dt  ^  y  dt  ^  z  di  a 


但根据 方程组 （2.  64) 的第 二式， Fa=0, 所以 


这 就是说 ，在 P 点 sa 的法线 和义 上曲线 （C) 的切向 量垂直 .但 
(C) 为 S# 上经过 P 点的任 意曲线 ，由此 可知， Sa 与 在 P 相切. 
这 说明了  的 点也是 S 的点 ，即 3<属 于包络 S. 这样 ，我 们证明 
了  就是 {Sa} 的包络 S. 
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包络 S 与族中 的曲面 Sa 相切 的曲线 称为特 征线， 因而当 a 固 
定时， （2.  64) 为 特征线 的方程 ，特征 线的轨 迹就是 包络. 这 就是说 
族中每 一曲面 沿特征 线切于 包络. 

我们把 这些理 论应用 于单参 数的平 面族， 有以下 命题： 

命题 2  — 个曲面 为可展 曲面的 充分必 要条件 是此曲 面为单 

参数平 面族的 包络. 

证明 设单 参数平 面族的 方程为 

A(a)x  +  B(or)jy  +  C(a) 之  +  D(a)  =0，  (2.  65) 

其中 A、B、C、D 是与 平面族 的参数 a 有关的 系数. 

我 们求出 所给平 面族中 的平面 上的特 征线. 根 据前述 理论， 
为 了求出 （2.  65) 的包络 ，除 方程 （2.  65) 以外还 必须把 （2.  65) 左端 
对参数 a 微分而 得方程 

A\a)x  +  B' (a)y  +  C\a)z  +  D'Ca)  =  0，  (2.  66) 

(2.  65) 和 （2.  66) 联立 

{A(a)x-\-B(a)y-\~C(a)z-\-D{a)  =  0, 

\A\a)x  +  B\a)y  +  C\a)z  +  D\a)  =  0.  (2. ⑺ 
则 方程组 （2.  67) 在 族中的 平面上 决定一 条直线 ，这 就是特 征线. 
而包络 是这些 直线一 特 征线的 轨迹， g 卩包 络为直 纹面. 

以下再 证明此 包络面 不仅是 直纹面 而且还 是可展 曲面. 

由于包 络面沿 特征线 （即沿 它的直 母线） 与族 中曲面 （即族 
(2.  65) 中 的某一 平面） 相切 （如图 2-27)， 所 以此平 面是直 母线上 
所 有点的 公共切 平面. 因 此按可 展曲面 的定义 ，这 个包络 面是可 
展 曲面. 

反之 ，我 们证明 每一可 展曲面 是某一 单参数 平面族 的包络 • 

由于 可展曲 面的直 母线族 与单参 数有关 ，而且 经过给 定的母 
线 ，可引 惟一的 切平面 ，因 此所 有切于 可展曲 面的切 平面族 是仅与 
一个参 数有关 （而 任意曲 面的切 平面族 与两个 参数有 关）， 这就是 
说 可展曲 面在它 的每一 点处切 于它的 单参数 切平面 族中的 某一平 
面. 这就表 示它是 这个平 面族的 包络. 
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在 §  4.  1 中 ，我们 通过计 算得到 可展曲 面的高 斯曲率 等于零 • 

现 在我们 再从理 论上证 明以下 命题： 

命题 3  — 个曲面 为可展 曲面的 充分必 要条件 是它的 高斯曲 

率恒 等于零 • 

证明 如果 曲面是 可展的 ，则 沿同一 直母线 的单位 法向量 W 
不变 ，即 dn  =  0, 零向 量与任 意另外 的向量 共线， 因此有 

dn  //  dr. 

根据罗 德里格 斯定理 ，沿直 母线的 方向是 主方向 ，并且 主曲率 
h=0( 或 灸 2=0)， 于是 

K  =  k\k2  =  0. 

反之 ，如果 K 三 0 ， 则 1<^  =々1是2三0.设 々2=0, 这 时对应 匕的方 
向是 渐近方 向也是 主方向 ，所以 这一族 渐近曲 线也是 曲率线 • 
根据罗 德里格 斯定理 沿渐近 曲线有 
dn  =—  k2dr, 


n  = 常向量 • 

这 说明单 位法向 量沿渐 近曲线 保持常 向量. 因此， 在所有 渐近曲 
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线 上曲面 的法线 都互相 平行. 

又对 于渐近 曲线的 切向量 dr 有 

dr  •  w  =  0. 

所以 沿渐近 曲线有 

r  •  n  = 常量. 

设 rQ 是渐近 曲线上 某定点 Mq 的向径 ，则 由以上 结果有 

r  •  n  =  r0  •  n， 

即 


(r  —  r0 )  •  n  =  0. 

由此 得到联 结渐近 曲线上 的定点 Mq 和 渐近曲 线上任 意点的 
向量/ •一 垂直于 it, 因而 必在点 Mq 的切平 面上， 所以渐 近曲线 
的 所有点 都在点 M。 的切平 面上. 

于是 ，这个 包含渐 近曲线 而且垂 直于沿 它的常 法向量 n 的平 
面 ，就是 渐近曲 线所有 点的切 平面. 换 句话说 ，对同 一条渐 近曲线 
上的点 ，其 切平 面是同 一个. 由 此可见 ，曲面 是一个 单参数 平面族 
的 包络面 ，因而 是可展 曲面. 

以下 我们再 证明一 个命题 ，它 刻画了 任何曲 面上曲 率线的 
特征. 

命题 4 曲 面上的 曲线是 曲率线 的充分 必要条 件是沿 此曲线 
的曲 面的法 线组成 一可展 曲面. 


证明 设 曲面上 的曲线 =  是 曲率线 ，则 根据罗 德里格 
斯定 理可知 

dn  =—  kida, 

即 

«(5>  =—  ki  (5)d(5) , 

其中 为对 应的主 曲率. 由 此得出 


所以有 


h  //  a, 
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(a,n,w)  =  0. 


因而沿 此曲线 ，曲 面的法 线组成 的曲面 

r  =  a  vn 

是可展 曲面. 

反之 ，设 d  =  是曲 面上一 曲线. 曲面 沿此曲 线的法 线构成 
一可 展曲面 

r  =  a  vn  , 

于是有 

(a,n,n)  =  0. 

由于 n 是单 位向量 ，所以 n 丄/ 1. 而 且&是 曲面的 切向量 ，因而 
i 丄 w. 由 此可得 

a  //  h  $  da  //  An. 

根 据罗德 里格斯 定理， ck 是主 方向. 因 此曲线 fl  =  ci(s) 是 曲面的 
曲 率线. 

可 展曲面 的特征 之一是 它可以 与平面 成等距 对应. 我 们以下 
证明： 

命题 5 可展 曲面可 以与平 面成等 距对应 （简称 展为平 面）. 
证明 在直角 坐标系 （: ra) 里 ，平 面的第 一基本 形式是 
I  =  dx2  +  dy2 , 

而在极 坐标系 （p 们里 ，由 上式通 过变换 

、  x  =  pcos  09  y  =  psin  09 

可得第 一基本 形式是 

v  I  =  dp2+p2dd^. 

我们首 先考虑 柱面. 柱面 方程可 表示为 

r  =  a(5)  +  vb ， 

其中 6 为沿柱 面母线 的单位 常向量 ，fl  =  ci(s) 是与柱 面母线 正交的 
一条 曲线， s 是它的 弧长. 

于是 

r$  =  a  =  a,  rv  =  b， 

E  =  rs  •  rs  =  a2  =  1  y  F  =  rs  •  rv  =  0  ,G  =  rv  •  rv  =  bz  =  1 , 
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而第 一基本 形式为 

I  =  ds2  +  dz；2. 

这 与上述 平面的 第一基 本形式 有相同 的形式 ，因此 柱面可 以展为 
平面. 

其次考 虑锥面 • 锥面 方程可 表示为 
r  =  a0  +  vb(s) , 

其中 fl。 为常 向量必 G) 为 锥面母 线上单 位向量 ，而 $ 是单 位球面 
曲线 6  =  60) 的弧长 ，则有 

b2  =  1  y  b  •  b  =  0  9  i)2  =  1. 

于是 

rs  =  vby  rv  =  b， 

E  =  rs  •  rs  =  v2  9  F  =  rs  •  rv  =  09  G  =  rv  *  rv  =  19 
而第 一基本 形式为 

工 = v2  d52  +  dt;2 , 

这 与上述 平面的 第一基 本形式 有相同 的形式 ，因此 锥面可 以展为 
平面. 

最后 考虑切 线曲面 

r  =  a(s)  +  va(s) , 

其中 a(5) 为曲线 =  的 切向量 a=A(5)， s 为曲线 a(5) 的 
弧长. 

于是 

rs  =  a  +  vkp ,  rv  =  a(s) , 

E=  rs  •  r5  =  l+v2k29  F  =  rs  •  rv  =  19  G=  rv  •  rv  =  19 
而第 一基本 形式为 

I  =(1+W)  d/  +  2  d5d*jy  +  dr;2 . 

从这里 可以看 到第一 基本形 式的表 达式中 只岀现 了曲线 的曲率 
々，而 没有出 现挠率 因此 如果两 条曲线 具有同 一曲率 

k  =  k(s) , 
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那么即 使挠率 r 不同 ，它们 的切线 所构成 的切线 曲面具 有相同 
的 第一基 本形式 ，因 而是等 距的. 但是 对于给 定的曲 率与挠 
率为 

k  =  k{s)  ,  r  =  Ar(s)  (0  ^  A  ^  1)  » 

则 由曲线 论的基 本定理 ，除了 空间的 位置外 ，完全 确定一 条曲线 
(C). 当 A 从 1 连续 变动到 0 时 ，即 得一个 连续族 的曲线 {CA} .这 
些曲线 的切线 曲面也 变动， 但是第 一基本 形式保 持不变 ，所 有这些 
切线曲 面是等 距的. 当 A  =  0 时挠率 r  =  0, 此时曲 线变为 平面曲 
线 ，由 于平面 曲线的 切线仍 然在此 平面上 ，因 此这时 的切线 曲面就 
是 平面曲 线所在 的平面 ，而第 一基本 形式保 持不变 ，因 此切 线曲面 
也 可展为 平面. 

以上证 明了可 展曲面 的三种 类型都 可以展 为平面 ，即 命题 
得证. 

这里 需要指 岀的是 上述命 题中都 是指曲 面和平 面的一 部分而 
言的. 

4.3 线汇 

线汇是 直纹面 的推广 ，直 纹面 是单参 直线族 ，而 线汇则 是两个 
参数 的 直线族 ，它的 方程是 

r=a(u,v)  -\~Xb(u9v) , 

其中， 我们取 Al  =1，A 是线汇 中每一 条直线 U  =  上的 

参数。 

方程 

u  =  u(<v) 

确 定了线 汇中的 一个直 纹面： 

r=aiu(v>)  9v)  +Ab(u(v)  9v) , 

这个 直纹面 为可展 曲面的 必要和 充分的 条件是 

(da,b9db)=09 

这是一 个关于 “  ： dx; 的二 次方程 


•  129  • 


Adu2  +  Bdudv~\~  CAv2  =  0 ， 

其中 

A=—  •  — ,b= —  •  ^  r——  .  db 

du  du9n  du  dv^dv  du9C~dv  di- 

所以 

du__  — B 士  VB2  —  4AC 
2A  • 

这两个 微分方 程的解 

U  =  Ui  (t；,Ci)  U  =  U2  (,V9C2) 

确定了 线汇中 两族可 展曲面 ，其 中每 一族可 展曲面 的腰曲 线构成 

一个 曲面， 称为线 汇的焦 曲面. 我 们把这 两个焦 曲面分 别记成 2 
和 2'. 

注 意：线 汇中每 一条直 线都是 上述两 族可展 曲面的 腰曲线 
构成的 焦曲面 的切线 ，也 就是这 两个焦 曲面的 公切线 ，这 说明： 
线汇 中每一 条直线 / 是两个 焦曲面 2 和 文的 公切线 ，于是 ，线汇 
中每一 条直线 / 确定了 焦曲面 2 和/的 切点之 间的一 个对应 
关系： 

I  !  2  ― S ， 

也就是 说:对 于焦曲 面 2 上每 一个点 P， 有 一条线 汇中的 直线“ 
它与 2 相切于 P， 同 时与文 相切于 P'， 线汇 中每一 条直线 z 使焦 
曲面 2 上的点 P 对应于 另一个 焦曲面 y 的点 〆， 使 得过点 P 和 
P' 的直线 正好是 2 和 f 的公 切线 

♦'I  ♦  .1  ♦  I  ♦  ； ,  ♦  ,  ♦ … I 

♦习  题 ♦ 

令  __丨 ♦  in， ♦  I … ^ 

1.  证 明曲面  r=  {  M2 +~|~z；， 2uZ  -\~UV,  M4  +  是可展 曲面. 

2.  证 明曲面 

r  =  {cos  v—  (m  +  t;)sin  v,  sin  v-\-  (m  +  v)cos  v,  u~h2vj 
是可展 曲面. 

3.  证明 正螺面 r=  { z；cos  uf  vsin  u,  aw+6} 不 是可展 曲面. 
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4.  证 明挠曲 线的主 法线曲 面与副 法绎曲 面都不 是可展 曲面. 

5.  求 平面族  xcos  a+：ysin  a — «sin  a=  1  的包络 • 

6.  求 平面族 的 包络. 

7.  证 明柱面 、锥面 、任 意空间 曲线的 切线面 是可展 曲面. 

8.  证明 /^=。=0 的曲面 S:  r=r(M，t;) 是 柱面. 

§5 曲面 论的基 本定理 

根据以 上几节 的讨论 ，我 们知 道曲面 
r  =  r(u，v) 

的许多 性质由 它的第 一和第 二基本 形式所 确定. 在这 一节里 ，我 
们要 讨论一 个反问 题：给 出变量 的两个 二次微 分形式 
E(u9v)du2  +  2F(ujv)dudv  +  Giu,v)dv2 , 

LCuyv)du2  +  2M(u,v)dudv  +  N  (  u ， v)  dv2 ， 

我们能 不能确 定一个 曲面/ •=〆“，!；）， 它的 第一和 第二基 本形式 
正 好就是 上面所 给出的 两个二 次微分 形式. 

一 般来说 ，这 个反问 题不可 能有解 ，因为 确定一 个曲面 只需三 
个函数 和 z(u,v) ，但 是给岀 两个二 次微分 形式等 
于 给出六 个函数  ， F(u9v)  9  G(M，t;) 和  L(m，i;) ， M(u9v) , 

NUa)， 条件太 多了. 除非这 六个系 数函数 之间只 有三个 是独立 
的 ，也 就是说 ，这 六个函 数间有 三个关 系式. 这一节 的目的 就是要 
寻找 这三个 关系式 ，称为 高斯- 科达齐 -迈因 纳尔迪 （Gauss-Codazzi- 
Mainardi) 公式. 并且将 证明这 样一个 定理： 给出两 个二次 微分形 
式 ，如果 它们满 足高斯 -科达 齐-迈 因纳尔 迪条件 时， 则存在 一个曲 
面1*=#*(心1；)， 它的第 一和第 二基本 形式正 好就是 给定的 两个二 
次微分 形式. 

为了 把一些 式子表 达得更 有规律 性些， 在这一 节里我 们将采 
用以 下新的 符号. 以后 我们将 同时采 用这一 套符号 和以前 采用的 
符号 .记 
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w  =  w1  ,  V  =  u2 , 

ru  =  n  9  rv  =  r2i 

f'uu  =  ^*11  >  ruv  =  ^12  >  rvu  =  ^21  >  rvv  =  r22  9 

E  =  gn  =  •  rx  y  F  =  g12  =  g2\  =  ^  •  r2 ， 

G  =  g22  =  r2  • 厂2 ， 

2  幻1  gl2 

EG  —  F  =  =  g, 

g2l  g22 

L  =  Ln  =  rii  •  «,  M  =  LiZ  =  L2\  =  ri2  •  w， 

iV  =  1^22  = 广22  •  W ， 

2  2  2 

i=i  t  “j  i=i  j=i 

等等. 此外 注意： 

^jCLaba  =  2a/?〜， =  Da’U. 

a  p  <z%p  y，5 

5.1 曲面 的基本 方程和 克里斯 托费尔 （Christoffel) 
符号 

给 出一个 C3 类曲面 S: 

r  =  r(ul ，m2  ) ， 

它确定 了向量 

dr  dr  _  rY  X  r2 

ri  =  ^r， r2==^'n  =  ~7T9 

对 这三个 向量再 求导数 ，我们 得到一 个类似 于曲线 论中的 伏雷内 
公式 的公式 .命. 

i^ij  —  >  :厂? ir k  +  Aj)/!  ? 

^  k  i,j  =  1,2.  (2.68) 

{ni  =  2〆。 ， 

我 们希望 确定这 些式子 的系数 21,  Ag 和〆 (z‘，j4=l，2). 

把 （2.  68) 的第一 式点乘 w， 注意 rA  •  n  =  0,  r{j  •  rt  =  ， 因 
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此有 


A,>  =  r{j  •  n  =  Lij. 
因为心 =r  •  C， 对 此式求 导数得 

=  r,  •  ry  +  r,  •  rit , 


rij  •  n  +  r{  •  rtj , 


rJi  •  ri  •  rtf. 


由于 G  =/> ， 所以 


•“]  =  +(1?  +  舞 -證) =rm  = 


(2. 69) 


命 (#) 是 (心） 的逆 矩阵， BP 

?^=叫::2;;;:: 

从 （2.  69) 可以解 出系数 G 如下： 


? 衿 (語 +!?-!&)， 


^  9  j  9  I  =  1 ， 2. 


如果采 用过去 的符号 ，则 


11  =  g22  =  _ G  22  =  =  E 

g  EG  -  F2 ， g  ~  ~J~  EG- F2> 

O-12  =  0-21  = 二  gl2  =  -F 

名  g  EG-F2, 

d-MlL  =  dJ^  =  E  dSn  _  dE 

du1  du  du2  ~d^~E^ 

_^12  =  dS2l  =  iZ  =  F  dSu  —  ^g2\  _  dF  __  p 
^u1  du1  du  u,  du2  ~  ~d^F  —  5  —  Fv， 
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于是 得到六 个系数 rt 如下: 
!  _  GEU-F(2FU-E 
1  11  2CEG-F2) 

GEV  —  FGU 


GEU-  F(2FU-EV)  2  —  E(2Fm-EJ-  FEu 
^ 2(EG-F2)  ，  11  —  2CEG-F2) 


12  —  2(EG-F2)9 

_  G(2FV-GJ-PGV 
22  2(EG-F2) 


r\2 

，  厂 L : 


EGU  —  FEV 
2(EG-F2)9 

EGV-F(2FV-GU) 
~ 2(EG-F2)  • 

_ [k  \  . . 


称 为第二 类克里 斯托费 尔符号 ，也可 以写成 l.j， 此外 还有第 

一类 克里斯 托费尔 符号， 即 [0 ，z]. 

例 对于 曲面上 的正交 坐标网 来说， F=0, 这时 


jril  _  匕  u  |-i2 

/n  —  2E9  1 11 

=— 仏， r\2  = — , 

2G  12  2E 

r«2  —  ! 

i  12  _  2Q5  ^  22 

_  Gm  p2  — 

2E， n2  -  2G. 

我们再 来确定 （2.  68) 的第二 式中的 系数〆 •用 

式 子得到 

—  Lik=  rii  •  rk  = 

y^juigjk ， i， k  =  ly2. 

因此 

〆 =_ 

k 

用过去 的符号 表示得 

1  —  一  LG  -\-  A4F 
户1  _  EG-F2 

2  LF  -ME 
， &  一  EG  -  F2 ， 

, _  NF-MG 
"2  —  EG-F2  9 

2  _-NE  +  MF 
—  EG-F2  9 

对于曲 面上的 正交坐 标网有 
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于是我 们得到 n ，r2 和 fl 的导向 量公式 如下： 

[^ij  =  > : a  +  Ly” ， 

^  k  i,  j  =  1,2,  (2.68)’ 

\ni  =  _  ^^jLikgkj r 〗 ， 

上式 称为曲 面的基 本方程 ，其中 第一式 称为高 斯方程 ，第二 式称为 
魏因 加尔吞 （ W  eingarten) 方程 • 

5.2  曲面 的黎曼 （Riemaim) 曲 率张量 和高斯 -科达 
齐-迈 因纳尔 迪 （ Gauss-Codazzi-Mainardi ) 公式 

设 n 是曲面 的克里 斯托费 尔符号 ，我们 定义曲 面的黎 曼曲率 
张量 如下： 

Rl,k  =  +  -nrlpj),  i， j， k， I， />  =  1,2. 

(2.70) 

容易 证明黎 曼曲率 张量满 足下列 恒等式 

Rlijk  =  一  R、 ， 

因此  =  0 ， 

Rijk  +  Rjki  +-RL；  =  0. 

如果 再定义 另一种 黎曼曲 率张量 如下： 

Rmijk  =  >  'ig  mlRljjk ， m ， i ， j ， k  =  1，2， 

l 

则有 恒等式 

Rndjk  =  —  Rimjk ， Rmmjk  =  0  > 

Rndjk  =  —  Rndkj  9  Rmijj  =  0 ， 

Rrrdjk  =  Rjkmi ， 

■^■rnijk  ~ ^-mjki  ~ i-  0. 

根据 以上恒 等式， 黎曼曲 率张量 的 16 个 分量中 ，只有 一个是 


独立的 ，即 尺1212. 下面我 们要指 出：它 就是曲 面的高 斯曲率 K •这 
就是为 什么把 和尺咖 叫 做曲率 张量的 原因. 应 该特别 指出的 
是黎 曼曲率 张量只 与曲面 的第一 基本形 式有关 ，因 此是曲 面的内 
蕴量. 它 经过等 距变换 后保持 不变. 

现在我 们再对 §5.1 中推 出的曲 面的基 本方程 求微商 ，于是 
得到： 

命题 1° 高 斯公式 * 

^ ij  ^  ink  Ljj；  L  mj  ; 

2° 科达 齐-迈 因纳尔 迪公式 

证明 对 （2.  68)' 式的高 斯方程 求导数 ，得 

^ij^k  =  2  (^"r/  )+ 

再把 （2.  68 /式代 入上式 ，得 

^ijk  =  r  1  厂  i_F$r  m  +  Ikfl  + 

I  l，m  l 

~^kn  —  >  l ， 

dU  m，l 

类似地 

rAj  =  X)  +  + 

l  dU  l,m  l 

~^~Yn  —  >  'Ljkg—Lmjr / ， 

duJ  tr 

因为 曲面是 C3 类的 ，所以 

d3r  _  d3r 

rijk  =  du'd^du11  =  du'du'd^  ~  riki  9 
把 r# 和 的式 子分别 代入上 式两边 ，由于 n 、/ *2 和 II 是线 性无关 
的向量 ，所以 比较等 式两边 n、/*2 和 n 的系数 ，我 们得到 

飚 = 替 - 替 + ? (饥- 此 ） 
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= >  djL—  —  Likbmj  )  9 


即 

Rndjk  =  LijL  mk  _  Lj^Lmj  y  TTl  9  i ， j ， k ， p  —  1，2， 

和 

- =  (rlik^ij  ~ rlijLik) ， i， j ， k  =  1 ，2. 

命题 证毕. 

注意 ，高 斯公式 中只有 一个是 独立的 ，即 
R1212  =  Ll2Ll2-LnL22  ^-(LN-M2)  =-K(£G-F2), 
所以有 


K  = — 只 1212 

g  • 

于 是我们 得到了 高斯的 著名的 定理： 

定理 曲面的 高斯曲 率是内 蕴量. 

这定 理说明 了当一 个曲面 经过等 距变换 变成另 外一个 曲面的 
时候 ，它 的高斯 曲率不 改变. 特别地 ，高 斯曲 率不恒 等于零 的曲面 
一定 不能够 经过等 距变换 变到平 面或平 面的一 部分. 

下面给 岀高斯 曲率的 具体表 达式. 我们 还是根 据它的 原来的 
定义直 接去计 算它. 


注意 


(ruu  >  ru  >  rv)  M  =  (rw  ,  ru ,  fv) 
VEG-F2 ，  VEG-F2 


所以 


LN  -M2 
EG-F2 


N 


(rw  ,  r “， rv) 
VEG-F2 


1 

(EG-F2)2 


[(r^  ,  ru ,  rv){r 


vu 


ru  ,rv)  —  (rw  ,  ru ,  rv)2] 
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- 

广迎 •  rw 

•  ru 

rm  • 

1 

/*„  -  rw 

ru  -  /*« 

ru  •  r,, 

(EG-F2)2 

一 

r.  •  ru 

/•x,  •  rv 

rm  - 

rm  •  rM 

广 MU  * 厂 W 

- 

ru  -  rm 

-  ru 

r«  • 

rv  - 

rv  -  rM 

rv  - 

- 

- 

广 MM  •广 W 

—rw  *  rm 

•  rM 

Tuu  • 

ru 

•  rw 

E 

F 

一 

rv 

F 

G 

1 

(EG-F2)2 


0 

•  ru 

rm  •  rv 

— 

ru  - 

E 

F 

rv  • 

F 

G 

一 

由于 


(Fw)=  (Fu)v  =  ((rM  •  rv)u)v  =  (r^  •  rv  +  ru  •  )v 

f  uu  *  ^ w  I  uuv  *  ^ v  I  ^*u  *  ^ mru  I  ^trv  *  ^uv  9 


(/*„  •  rm)v 


ru 


(rv  •  ^)„  =  rw  •  rmu  +  r 说 - rw 


所以 


f*  UU  •广 W  tw  #  uv  • 


于是得 到所求 的公式 
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- ⑽  \^u  ~  \^v 
-Gu  E  F 

F  G 


0  \Ev  \Gu 
E  F 

|G„  f  G 

实例： 对于 曲面上 的正交 坐标网 来说有 F=0, 所以 

Vg^I  +  UVe)v] ' 

Ve  \u  [  vG"  )„-* 

下面 再给出 在一般 坐标网 下科达 齐-迈 因纳尔 迪公式 的具体 
表达式 ，它 们中间 只有两 个是独 立的， 把克里 斯托费 尔符号 代入这 
两个式 子得到 

(EG-2FF  +  GE)(Lt,-Mu)-(EN-2PM  +  GL)(Ev-Fm)  + 
E  Eu  L 

F  Fu  M  =  0, 

G  Gu  N 

(EJG-2FF -\-GE)(Mv- Nu)  —  (EN  -  2FM  +  GL)(FV  —  Gu)  + 
E  Ev  L 

F  Fv  M  =  0. 

G  Gv  N 
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5.3 曲面 论的基 本定理 
基本 定理设 


I  =  Edu2  +  2Fdudv  +  Gdv2  =  gif  du(duj ， 

ttj—1 

2 

II  =  Ldu2  -|-  2hddudv  H~  Ndv2  =  ]  Lty  dw1  Au! 

ifi==l 

是 给定的 两个二 次形式 ，其中 i 是正 定的. 若 i 和 n 的系数 仏和 
L：； 对 称且满 足高斯 -科达 齐-迈 因纳尔 迪公式 ，则除 了空间 中的位 
置差 别外， 惟一地 存在一 个曲面 ，使得 I 和 n 分别为 此曲面 的第一 
和第 二基本 形式. 

证明 由 给定 的两个 二次形 式的系 数心和 ，考虑 由心决 
定的  ^ ， It  为系数 ，以  rU1， uz)9  r：  (w1,  u2)f  nU1， M2) 和 
/iU1 ，《2) 为 未知函 数的一 阶线性 偏微分 方程组 


+L{j 


i ， j  =  1 ， 2  • 


dn 


=— 

jfk=l 


(2.71) 


根据 偏微分 方程论 的解的 存在定 理可知 ，这个 偏微分 方程组 
的完 全可积 条件是 


r  ij  —  f  ji  > 

==  9 

( W  )  i)  =  (  W  )  yi ， 

其中 （2.  72) 式由于 和 是对 称的， 所以厂 〖 —V)i ，从而 〜 =Tji  ； 
而 （2.  73) 则由 上一小 节的讨 论可知 ，这 些可积 条件恰 好就是 高斯- 
科达齐 -迈因 纳尔迪 公式. 因此 对任意 取定的 （W， W)， 给 定一初 
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(2.72) 

(2.73) 


始右手 标架： 

{r0 ;  (ri)0  >  (r2)0， ”0 } ， 

其中 r。 是任 意的， （n)。〆#^)。，/!。 满足 条件： 

(/•:)o  •  (^)o  =  gij  (mJ  ,Uo)  / 

Wo  •  (^*j)o  =0>  >■  (2.  74) 

Ho  =  1.  , 

又因 为是右 手标架 ，所以 

((ri  >o  »(r2)0  >w0)  >  0. 

此时 方程组 （2.  71) 有惟 一一 组解： 

r  =  rCw1  ,m2) , 

r{  =  rt  (m1  ,m2)  ,  (2.  75) 

n  =  nCw1  ,m2  ) , 

它们满 足初始 条件： 

r(wj ， wo)  =  r0 , 
r,(wj  ,Wo)  =  (r,)0 , 
w  (  mJ ， m?)  =  w0  • 

以下 证明由 此得到 的曲面 r  =  KV，W2) 就是满 足定理 要求的 
曲面. 

首 先证明 ，在 曲面 r=r(ul ，m2) 上的任 一点， r: ，r2 和 w 构成一 
右 手标架 ，且 

T  •  rj  =  gij , 

n  •  rt  =0, 
n2  =  1. 

为此 我们对 任意的 m1 和 m2 求出 r\  9rl  9n2  ,rY  •  r2，w  •  r2，/i  •  r: 的 
值 ，利用 方程组 （2.  71), 可 得下列 I2 个 等式： 
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f  1  3(rl) 

2  du1 

du1 

= rhrl  H-JliT!  .  r2  +Lnr!  •  n, 

1  d(r\) 

2  du2 

〜 l 

”1  •  W 

= r\2ri  +r2i2ri  •  r2  +Li2ri  •  n, 

1  S(rl)  _ 

2  du1 

dr2 

= r}2ri  •  r2  +Jl2r|  +L12r2  •  «， 

1  5(r|) 

2  du2 

=r2 

2  du2 

= ^*22^1  •  r2  +  rf2  H  +  L22  r2  •  /i ， 

1  a(w2) . 

2  ^w1 

dn 

~n% 

2 

=— ri  •  n  +  LljgjZr2  -  n) , 

i=l 

1  din2)  _ 

2 

dn 

~nmd^ 

2 

=— S(L2>^j1  r!  •  n-\-L2jgi2r2  •  rt), 

)=i 

•  ri ) 

如 2 

3ri 

轰 •  n  =  /Izn  •  n+r?2r2  •  /i  +  Li2/i2 

I  2(  L2jgjlrl  +  L2jgj2ri  •  r2 )  • 

7=1 

(2. 76) 

上述 12 个等 式可以 看做以 r〖， H， /i2,  n  •/ *2,  n  •  r2,  w  •  ri 为 
未 知函数 的一阶 线性偏 微分方 程组. 因为 以及 满足高 斯-柯 
达齐 -迈因 纳尔迪 公式， 可以验 证此方 程组是 完全可 积的. 如果 
用^ "li ， 尽22 ， 1 ， g"i2 ， 0 ， 0 分 别替代  /•? ， r! ， /I2 ， /*!  •  r2  >  w  •  r2  >  it  • 
ri ，则 不难 验证它 们满足 方程组 （2.  76). 例如 ，我 们检验 第一个 
方程 

1  =  +ru12  +L„  .  0  =  士  嘗， 

又 如检验 方程组 （2.  76) 中 最后一 个方程 

0=  r}2  •  0  +  rf2  •  0  +  l12  •  1  —  ^(L2jgjlgn  +L2jgj2g21) 

J=1 
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= L12  —  +  Sj2  g2\  )^2i 

i=l 
2 

= L12  — 〉 ]L2jd{  =  L12  —  L21  =  0. 

>=i 

方程组 （2.  76) 的 其他方 程也可 按同法 检验. 又因为 这些解 具有相 
同的 初始值 （2.  74)， 因此 ，由解 的惟一 性得到 


rt  •  Tj  =  gij  , 

n  •  r{  =  0  9 


又因为 


(ri  ,r2  ,n)2  >  0, 
所以 （n ，r2 ，w) 恒正 或恒负 ，但 是在 初始点 

((1*1  )0， .（广 2)0， 於 0  )  0 ， 


由解 的连续 性可知 

(ri  ,r2  »w)  >  0. 

再 证明定 理所给 定的二 次形式 I 和 n 分别为 此曲面 

rU1 ，V) 的第 一和第 二基本 形式. 

2 

由  r  •  得知  I  =  H  gijdulduJ  是曲面  r  =  ，w2) 的 

i.j=i 

第一基 本形式 ，再由 „  •  r,  =  0,  n2  =  l 得知 n 是此 曲面的 单位法 

向量. 

又因为 

2 

rtj  =  2  r^rk  +L«)W， 

是 =1 

所以 

n  -  =  Li; , 


即 n  =  为曲 面的第 二基本 形式. 这样 就证明 了适合 

i,j=l 


要 求的曲 面的存 在性. 
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以 下证明 ：除了 空间中 的位置 差别外 ，惟 一地存 在一个 曲面以 
I ，11为 其第一 ，第 二基本 形式. 

假 定有两 个曲面 Si 和 s2 存在， 它们有 相同的 第一和 第二基 
本 形式. 在 & 和 s2 上 对第一 、第二 基本形 式相同 的点取 相同的 
曲 纹坐标 U1^2). 在点 各作 ShS2 的标架 ，则 经过 适当的 
刚 体运动 ，可以 使曲面 & 在点 的标架 跟曲面 s2 在点 （i4, 
W) 的标架 重合. 这样的 重合是 可能的 ，因为 它们有 相同的 第一类 

基本量 ，于是 （^)0,02)。 有 相同的 交角卜 rccos^^j  • 假设经 

过 这样的 重合后 ，这两 个曲面 的方程 分别是 

r  =  r(ul  ,u2) 和  r  =  r(wx  ,m2). 

如果取 

^*1  ==  1  C  M ，W2)， 1*2  ==  /*2  (  W1  9  ) ， W  =  W  (  “1 ， M2  ) ， 

或 

r\  =  Ti  (w1 ，M2) ， r2  =  r2  (w1  ,w2)  ,  n  =  nCw1 ，w2) ， 

因为 \ 和& 有相同 的第一 、二基 本形式 ，因 此由& >， 作岀的 
方程组 （2.  71) 也是相 同的. 因此 ，上 述这两 组函数 都满足 方程组 
(2.  71). 其次， 由于这 两组函 数在点 （W， t4) 满足 同样的 初始条 
件： {rQ;  (r^o,  (r2)0,  n0). 根 据解的 惟一性 ，这两 组函数 在任意 
点 USV) 总是恒 等的. 因此 ，对于 任意的 w1,  V 都有： 

Km1 ，m2)  =  Hu1 ，m2) ， rj  (m1  ,m2)  =  r}  (m1  ,w2) , 
r2  (w1 ，m2)  =  r2  (m1 ，m2). 

所以曲 面 S! 和 S2 除了一 个刚体 运动外 ，是 完全 一致的 ，即 除了空 
间中 的位置 差别外 ，惟 一地存 在一个 曲面以 定理给 定的两 个二次 
形式为 其第一 、二 基本 形式. 


1. 平面上 取极坐 标系时 ，第 一基本 形式为 试 计算第 
二类克 氏符号 n. 
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2.  证明高 斯曲率 K=det|^'  |. 

3.  证明平 均曲率  (pi 吟 ¥)• 


4.  求证 

p  _J_(d2^  I  3zgik  a2gmk  d2giJ  \ 

Kmiik  ~~  2  Kd^du11  dumduj  diddle  dumduk  I 

(r^  »  \_mj  , p]  —  rfj  •  \_mk  »/>]). 

P 

5.  对于 R3 中的 空间曲 面来说 

RU  =—  K(8ljgik  —  8lkgij )  * 

其中 K 是曲面 的高斯 曲率. 

6.  证 明以下 公式： 

(l)  k= C (r*ii )w — (厂? 2)«  + 


(2)  K  = 

(3)  K  = 


rh  r?2  +r?i  r|2  -rhrfr-  (rf2  )2  D  ； 


VEG-F2 

1 


A(v^Er?i) 


_±(j/egEE 


du  V 


E 


T2u 


Veg-f2 


±(  VEG-F 


dv  V 


G 


-r\2 


(4)  对于曲 面上的 等温坐 标网有 ds2=A2(dM2+dV)， 求证： 

K  =— 長 [(lnA)««  +  (lnA)w  ] ; 

(5)  对于曲 面上的 半测地 坐标网 （见 §  6.  3) 有 d52=dM2+Gd^ ，求 证: 


K  = 


丄  dz  yfG 


7.  如果曲 面的第 一基本 形式是 ds2  计算 第二类 克里斯 

托费尔 符号. 

8.  求证第 一 基本 形式是 ds2  =  的 曲面有 常高斯 曲率- 

9.  求以  E=l,  F=0,  G=l,  L=  — 1,  M=0,  N=0 为第一 、第二 基本量 
的 曲面. 

10.  证 明不存 在曲面 ，使  £=G=1， F=0,  L=l,  M=0,  N=  — 1. 
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§6 曲 面上的 测地线 


6.1 曲 面上曲 线的测 地曲率 

给出一 个曲面 S 

r  =  rCw1 ,  m2) , 

(C) 是 曲面上 的一条 曲线： 

wa  =  w°(5>  ,  a  =  1 ,2, 

其中 s 是 (C) 的自然 参数. 

设 P 是 （C) 上一点 ，《是（0 在 P 点的 单位切 向量， p 是主法 
向量， y 是副法 向量. 再设 /! 是曲面 s 在 p 点的 单位 法向量 ，沒是 
P 与 n 的夹角 （如图 2- 28)， 则曲面 S 在 P 点的 切方向 a 上的法 
曲率是 

kn  = 是 cos  d  =  kfi  •  n  =  r  •  n. 

则 是彼 此正交 的单位 向量， 并且构 成一右 

手系. 

定义 曲线 （C) 在 P 点的曲 率向量 續在 s 上的 投影 （也 
就是在 s 上 p 点的 切平面 ii 上的 投影） 

kg  =  r  •  s  =  kfi  •  e9 
称 为曲线 （C) 在 P 点的 测地 曲率. 

由于 

kg  =  kfi  •  s  =  k(p，n，a)  =  k(a  X  fi)  •  n  =  ky  •  n, 

所以有 

kg  = 々cos(90°  士  (9)  =±々sin  汰 
命题  1  k2=k2g+k2n. 

证明  k2g+k2„=k2sin26+k2cos2d=k2. 

下 面我们 给岀测 地曲率 的几何 意义. 

命题 2 曲面 S 上的 曲线 （C)， 它在 P 点的 测地曲 率的绝 
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对 值等于 （C) 在 P 点的 切平面 il 上 的正投 影曲线 （c#) 的 
曲率. 

证明 过 （C) 的 每一点 作曲面 S 在点 P 的 切平面 的垂线 ，于 
是得一 柱面. 这 柱面和 S 在 P 点的 切平 面的交 线就是 （C*).  (C) 
和 （CT) 都是柱 面上的 曲线. 在此柱 面上应 用梅尼 埃定理 ，取 S 为 
柱面上 P 点的 法向量 （如图 2-28)， 柱 面上过 P 点的在 （C) 的切 
方向 上的法 截线是 （C*  )， 柱面 在这方 向上的 法曲率 的绝对 值等于 
(C*  ) 在 P 点的 曲率. 但 是这个 法曲率 又等于 (C) 在 P 点的 曲率々 
乘以 P 与 s 夹角的 余弦， BP 縐 •  e， 这就是 (C) 在 P 点 的测地 曲率. 
命题 证毕. 


而 


由 此可知 曲面上 的直线 其测地 曲率为 0. 

现在 我们来 推导测 地曲率 的计算 公式. 由于 

kg  =  Ka，P，w)  =  (a， 是 P，n)  =  (r,  r ，/ 1) , 


'  Aul 


?d7ri, 


duJ 

?  j— - -  r« 


i，i 


ds  ds 


2n- 

i，i，k 


dw1  duJ 


i，i 


dul  Au1 
d5  ds 


w  +  2 


dV 

"d7 


rk , 


所以 
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(r,r,«)  =  y 2 

T  du[  duj 
v  ds  d5 


2 厂 t 


dul  du1 
ds  ds 


f  dul  (  d2  u2 

=  L"d7l'd7" 

du2  /  d2  m1  , 


^  p2  Au^  duj 、 

^  ij  ~di  ~d7> 


等 ■(皆 +En 普 螯)] o^，”) 

由 此得到 


h  =y/g 


du1  /d2u: 

"d7l'd7 


+  Sn- 


du'  duJ 、 
d5  ds  } 


du2  I  d2  u1 
ds  V  ds2 


+  2n 


du1  duj 
ds  cb 


以上是 测地曲 率的一 般计算 公式. 

对 于曲面 r=rU，t；) 上的 坐标网 为正交 网时， F=0, 代 入上式 
中整 理后得 


I  / — r  du  d2  v 

kg  =^Ld7  d7 

dv  d2u  Ev  ( 
~dsds^~2G[ 

Gu  (  du 

G  ld7 

\2  di; 
) d~s 

丁  2G  ds  U  J 

2E\ds) 

Ev  du  i 

^dt;\2 

E  dl( 

,Ts) 

+  2E\d-s)  } 

令曲 线的切 方向与 的 夹角为  <9, 即 

dr 

— a 

=  *cos 奸急 sin〜 

dr 

du  . 

dv 

ds  = 

a  =  ru  —  +  rv 

d7 - 
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比较上 面两式 ，得 


du  _  cos  d  di;  __  sin  d 
y/E  9  is  Vg' 

所以有 

d2u  _  —  sin  d  dd  _  Eu cos2 6  _  Evcos  dsin  d 
^/E  di  2E2  2E  ^EG 

d2v  _  cos  d  dd  _  G“sin  0cos  0  _  Gvsin2ff 
d7  ~  vS" 石  2G  VEG  2g2  • 

由此代 入上面 匕 的表 示式中 ，整 理后得 


匕= 孕一 — ^― cos  ^+― sin  Q 
As  2EVG  2GVE 

dd  1  dlnE  n  ,  1  dlnG 

= 1 - 7=^  S — cos  d~\ - -=l  -z — 

ds  2^/G  dv  2^/E  du 


sin  dy 


这个公 式称为 刘维尔 （Liouville) 公式. 读者 试证明 刘维尔 公式也 


可写成 


^  +  kgu  cos  6  +  kgv  sin  09 


其中 、 、、分 别表示 “一 曲线和 曲线的 测地曲 率. 

6.2 曲 面上的 测地线 


定义 曲面 上的一 条曲线 ，如果 它的每 一点处 的测地 曲率为 
零 ，则 称为测 地线. 

从此定 义直接 推岀： 曲面上 如果存 在直线 （如直 纹面） ，则此 
直线一 定是测 地线. 

命题 3 曲 面上非 直线的 曲线是 测地线 的充分 必要条 件是除 
了曲率 为零的 点以外 ，曲 线的 主法线 重合于 曲面的 法线. 

证明 因为 h  =  ±hin  (9, 如果 々关 0, 则 kg=0 可 以推出 6=0 
或 7C， 所以 
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P  =士  n. 

反之， 0=0 或 7T， 可 以得到 ^=0(^7^0). 

推论 如果 两曲面 沿一曲 线相切 ，并且 此曲线 是其中 一个曲 
面的测 地线， 那么它 也是另 一个曲 面的测 地线. 

证明 因为 这两个 曲面沿 这曲线 的法线 重合， 而此曲 线的主 
法 线只有 一条. 所以此 曲线的 主法线 同时与 两个曲 面沿此 曲线的 
法线 重合. 

实 例：球 面上的 大圆一 定是测 地线. 这 是因为 大圆的 主法线 
重合于 球面的 法线. 

下 面我们 给岀曲 面上测 地线的 方程. 由于 


所以有 


或 


由于 


it  *  r  I  —  0  >  I  —  1 ， 2 , 

P  •  —  0  9 

r  •  r/  =  0. 


从而 


dul  duJ 


du{  duj 
d5  ds 


但是 &  =  det (“） 关 0, 于 是得到 测地线 的方程 


duJ 

ds 


0,  k 


1,2. 


由上 一 小节介 绍的刘 维尔公 式也可 以得到 曲面 r=r(M，z;) 上 
的坐标 网为正 交网时 ，曲 面上测 地线的 方程. 

它是一 个含三 个变量 W、z；、0 和 自变量 s 的一 阶微分 方程组 
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(dd  =  1  d\nE 

ds  2y/G  dv 


cos  6  - 


1  dlnG 


2^  du 


sin  6j 


du 


ds  ~ 


COS  dy 


dv 


sin  0, 


给岀初 始条件 

u(s0)  =  u0 ,  vCs0)  =  v0 ,  OCso)  =  do. 

时 ，有惟 一的解 

U  =  u(s) ， v  =  v(s)  ,  d  =  d(s). 

例 曲 面的第 一 '基本 形式为 I  =E( w)dw2 +G(w)dt;2. 
求证 ： （1)  w —曲 线是测 地线； 

(2)  t；  — 曲线为 测地线 ，当 且仅当 G„U)=0. 

证明 

(1)  m— 曲线的 方程为 ch;=0 .由 

dv 


石 — $ 


sin  汐 =  0, 


得到 


所以 


sin  0  =  09 


6=0. 


代入 刘维尔 公式得 


並 _ L  dlnE 

ds  2>jG  dv 


cos  d  + 


1  ainG  . 


y/E 


sin  (9  =  0, 


因 此得到 m —曲 线是测 地线. 

(2) 若 v  — 曲线为 测地线 ，由 ■^得 g  =  0 ， 则有 


0  =  0  +  0  +  -^—  sin 

2VE  du 


即 
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Gu  —  0. 

由上一 小节中 测地曲 率的公 式可以 推出： 满 足方程 


dV  ,  du{  duj 

ds2  tJ  dj  ds 


0, 


= 1 ，2 


的曲 线都是 测地线 ，给 出初始 条件： 

s  =  s 。时， 签 =( 菩)。 ， 


也就 是给出 曲面上 一点和 一个切 方向. 根据常 微分方 程理论 ，存 
在惟 —— 条曲线 （C): 

uk  =  uk(s) 


过 已知点 
fdu1 


〔 M  (  S0  ) ， M2  (  S。 ） ） ， 并且切 于给定 的方向 

“ 告) 。’ (备) J 于是 得到： 


定理 过 曲面上 任一点 ，给 定一个 曲面的 切方向 ，则存 在惟一 
一条 测地线 切于此 方向. 


在 §6.4 中 我们将 要证明 ，曲面 上的测 地线也 就是曲 面上的 
短 程线. 


6.3 曲 面上的 半测地 坐标网 

定义 曲面上 的一个 坐标网 ，其中 一族是 测地线 ，另一 族是这 
族测地 线的正 交轨线 ，则 这个 坐标网 称为半 测地坐 标网. 

实例： 平面 上的极 坐标系 ，一族 坐标曲 线是从 原点出 发的射 
线 ，这 是平面 上的测 地线； 另一 族坐 标曲线 是以原 点为心 的同心 
圆 ，它们 是上述 测地线 的正交 轨线. 因此 半测地 坐标网 是平面 
极坐标 网在曲 面上的 推广. 

命题 4 给岀曲 面上一 条曲线 ，则 总存在 一个半 测地坐 标网， 
它的非 测地坐 标曲线 族中包 含给定 的一条 曲线. 

证明 根据 §  6.2 中的 定理， 过曲面 上给定 的曲线 （C) 的每一 
点 ，沿着 （C)， 在 切平面 上对于 垂直于 （C) 的切线 的方向 ，存 在曲面 
的惟 一一 条 测地线 ，于是 得到与 （C) 正交的 测地曲 线族. 然后 ，再 
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作这一 族测地 线的正 交轨线 ，它 必定 包含了 给定的 曲线. 


现在我 们讨论 ，当在 曲面上 取半测 地坐标 网时， 曲面的 第一基 
本形式 将是怎 样的. 

首先， 由于坐 标网是 正交的 ，因而 F=0, 于是 
ds2  =  Edu2  +  Gdv2 . 

这时 


rh  = 

Eu 

"  2E9 

r2n  = 

Ev 

2G， 

r}2  = 

Ev 

_  2£ :， 

r?2  = 

_  G“ 

"  2G9 

r*22  = 

Gu 

~2E9 

rh  = 

Gv 
"  2G* 

设1/_ 曲线是 测地线 ，则 常数 （B 卩 V  = 常数） 应满足 测地线 
方程 

u2  +  ^rjkujuk  =  0， 

i，* 

所以 


r?i=~i  g  =0, 

因而 

Ev  =  09 

于是 

E=<pCu)>0  (£：>0，因为第一基本形式是正定的）. 
在 曲面上 引进新 的参数 h 使得 


从而 


du  =  \/ cpiu)  dw， 


ds2  =  du2  +  G(u,v)dv2 . 

参数 S 的几何 意义如 下：在 测地线 常数上 ，两 条正 交轨线 
汉 =Cl 和泛 =C2 之间 测地线 的长度 =|Cl— C2|， 因为 在此曲 线上有 

ds2  =  du2 ，所以 5  =  (* 2  dw  =  I  Ci  —  c2  I  . 

设确定 半测地 坐标网 的曲线 （C) 的 参数表 示式是 5=u。， 在曲 
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面上 引进新 的参数 使得 


相 = Vg(w0  yv')  dv  (EG  >0，因为£：>0，所以6>0)， 

于 是曲面 的第一 基本形 式可以 改写成 

d^2  =  duz  G(u 9v) dv2  9 
其中  G(u9v)  =G(u9  ). 

参数 石的几 何意义 如下： 在曲线 （C) (泛 =M。） 上， cb2  = 

， v)dv2=dv2 ，所以 5U。 ，iJ)  =  l ， 并且 （C) 上 界于两 测地线 
石=4 和 v=d2 之间 的弧长 = |^2— |. 

如果 我们进 一步选 （C) 是一条 测地线 u  =  u0 ，由 测地线 的方程 
u1  +  ^r)kujuk  =  0 

hk 

知 


从而 


厂  L  丨  “=«0  =  0 ， 


Gu(u0  9v)  =  0. 

小结： 取曲面 上一条 测地线 （C) 为 t; 一 曲线： w  =  mq， 再取与 
(C) 正交 的测地 线族为 “ 一曲线 ，另 取这测 地线族 的正交 轨线为 
^ 一曲线 ，则 得一半 测地坐 标网. 对于这 个坐标 网而言 ，曲 面的第 
一 基本形 式可以 简化为 

ds2  =  du2  +  Gdv2 , 

其中 G(w，t；) 满 足条件 

G(u0 ，z;)  =  1， Gu(u0  yv)  =  0. 

参数 “和 1 的 几何意 义是： 在测 地线族 （即 M — 曲线或 1；= 常 
数） 上 ，介于 I；— 曲线“  =  0 和 U  =  C2 之间的 弧长为 |c2— Cl  |  ; 在测 
地线 （C)  (w  =  W。 ） 上介于 W— 曲线 1；=4 和 v  =  d2 之间 的弧长 
为  |  d2—dx  | . 


6.4 曲 面上测 地线的 短程性 

利用 曲面上 的半测 地坐标 网容易 证明测 地线的 短程性 ，即在 
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适当的 小范围 内联结 任意两 点的测 地线是 最短线 ，所 以测 地线又 
称为短 程线. 


定理 若给 出曲面 上充分 
小 邻域内 的两点 JP 和 Q， 则过 
P，Q 两点 在小邻 域内的 测地线 
段 是联结 P，Q 两点的 曲面上 
的曲线 中弧长 最短的 曲线. 

证明 如图 2  -  29 所示， 
设 （C) 是曲面 上联结 P，Q 两点 
的 一条测 地线. 在曲面 上选取 
半测地 坐标网 ，使 曲面 上包含 


(O 在内的 一测地 线族为 w— 曲线 ，它们 的正交 轨线为 I； 一 曲线. 
根据上 述结果 ，曲 面的第 一 * 基本 形式为 


ds2  =  du2  +  Gdv2 . 


不妨 设曲线 （C) 的 方程为 t；=0,  P 和 Q 的坐标 分别为 （Ml  ,0) 
和 ，于是 ，沿 测地线 （C) 由 P 到 Q 的 弧长为 
sCPQ)  |  (C)  =  u2  —  Ui . 


又 在这个 小邻域 内联结 P 和 Q 的任 意曲线 （£) 的方 程设为 

V  =  v{u) , 

于是 沿曲线 （£)， 由 P 到 Q 的弧 长为 

siPQ)  |  ( "c)  =  f*  1  +  Gv，2  dw, 


[ I  +  Gv，2  dw  ^  [*  2  du  =  u2  —  Ui  9 
J  U1 

而且 只有当 v  =0 时 ，上式 中的等 号成立 ，但 7/  =  0 即 v= 常数 

(W— 曲线） ，这 表示 （£) 与 （C) 重合. 这就 证明了 （c) 是联结 P,Q 
的最 短线. 


•  155  • 


需要说 明的是 如果不 限制在 一充分 小的曲 面片上 ，这 个定 
理 的结论 不一定 正确. 例如在 球面上 ，如 果两点 不是一 条直径 
的两端 ，连结 它们的 大圆弧 （测 地线） 有两条 ，这两 条大圆 弧一长 
一短， 短的是 最短线 ，长的 不是. 但 是如果 只取球 面上不 含有任 
何同一 条直径 的两个 端点的 一部分 ，则 上述定 理的结 论是正 
确的. 

上 述定理 也可以 利用变 分法的 理论来 证明. 

设 曲面上 的曲线 （C): 

w*  =  u^s) 

通过 P 和 Q 两点. P 和 Q 对应的 参数值 是〜 和 &， 过这两 点邻近 


(C) 的 曲线是 （£): 

=  W*  (s)  +8Ct/  (5) ， 

其中 e 是充分 小的量 ，并且 t^l  (5i)=W，(52)=0. 
沿曲线 （C) 在 PQ 间的 弧长为 


dul  duJ 
d5  ds 


ds 


2  (piu1  ,u2  9 ul ，ii2)ds. 
J  — 


沿曲线 （£) 的 PQ 间的 弧长为 


s  (e)  =  [* 2  <p(ul  +  ew1 ， w2  +  ew2 ， w1  +  ewl ,  u2  +  exi;2  )d5, 

J  Sl 

当 e=0 时，？ (o)=s， 要使 (c) 是 曲线族 （£) 中弧 长最短 的曲线 ，必 
须有 


或 
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根据分 部积分 


轫:” 卜。. 

?Cds=?Cwi) 


V 念 


i  J  51 


T£/df 


^du' 


但是 W*  (幻 ）=1£/  (52)=0，因此有 

?Od — C?w •丢 (念卜 


于是得 


r》 


^£__d  /^£\' 
\-3ul  ^5  \  Su*  I  - 


d5  =  0. 


因 为函数 u/ 是任 意的， 于是得 到欧拉 （Euler) 方程 

去 s(Hi  =  0’i  =  1，2- 

由于 


9  = 


d(p 

rui  Vgij 


Egijd^d^ 


ds2 


d(p 

dul 


2 砮 ⑽ 


>，* 


于是欧 拉方程 简化成 


0. 
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由于 


?必=[知_]=迪+箸-咎)， 


dul 

所以 

.nc  §  ( | 證 ㈣ H ⑽ 


因此 欧拉方 程又可 以写成 


-2 

)，* 


d-^u]uk 

dul 


dul 


y^jgu  {ul  +  ^rljkujuk  )=0, 

因为 g  =  det(A)#0, 上 式等价 ^ 

ul  +  ^rljkujuk  =  09  1  =  1,2, 

j^k 

这就 是测地 线方程 ，所以 短程线 （c) 就是测 地线. 


6.  5  高 斯-波 涅 （ Gauss-Bonnet ) 公式 


在平 面几何 中我们 知道三 角形的 三内角 之和为 180°， 如何把 
这个 结论推 广到曲 面上， 这是我 们在这 里所要 解决的 问题. 

在曲面 S 上给出 一个由 々条 光滑 曲线段 所围成 的曲线 多边形 
(如图 2-30)， 它围成 了一个 单连通 曲面域 G. 多 边形是 G 的边 
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图 2-30 


缘 ，记为 aG. 设曲面 S 的高 斯曲 率和测 地曲率 分别为 K 和 h， 曲 
面的 面积元 素和弧 长元素 分别为 dr 和 ds， 则有 以下公 式成立 • 

高 斯-波 涅公式 

\Kda  +  ^kgds+  =  2tt, 

g  3G  …1 

其中 a, 是 的第 i 个 内角的 角度， —  是外角 的角度 • 

以 下证明 此公式 成立. 

在曲面 S 上引进 半测地 坐标网 ，有 

ds2  =  du2+Gdv29 

且 

■T*}i=0，  =0 ,  1^2=0， 

r?2=^，  rj2  =  _TG«,  ri*= 盍. 

又由本 节末的 习题第 13 题知 

kgds  =  d  arctan(V&  裝)] +  (v^)“d。， 

于是得 

+  f  —  {>^/g)uAv  =  f  d[arctan(\/& 盖)] •  (2.  77) 

dG  3G  3G 

根据格 林公式 

<^)P  (u,v)du  +  Qiu^v)dv  =  JJ ( g ) dwelt; ， 

dG  G 

命  P=0 ，Q=  —  ， 有 

j>  —  (y/G)udv  =  (\/G)„„ Audv- 

dG  G 

但是 


d(j=y/Gdudv^ 

并且由 §5 的习 题知， 在半测 地坐标 网中高 斯曲率 K 的公 式是 
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{y/G)uu 

~w~ 


所以 （2.  77) 式的 第二个 积分是 


丰一 {^fG)u^v  =  JJiCciy. 

dG  G 

现在我 们讨论 (2.  77) 中的 第三个 积分. 设 3G 的切向 量《 和“ 一曲 
线的 切向量 的 夹角为 d. 由 于在半 测地坐 标网中 是 单位向 
量， 所以有 


那么 


— .r„4 卜 =  .一 g， 

sin^  =±  VI —  咖 —  (^)2  = 士# 


tan(9  = 


sin 汐 
cos 汐 


±Vcfs 

du 

d~s 


=土  \/G 


dv 
dw  ’ 


其 中所以 产生正 负号的 原因是 由于沿 3G 积 分时有 两种不 同的方 
向 ，不过 如果我 们采取 逆时针 方向时 ，可只 取正号 ，即 

(9  =  arctan(v^  裝) 或  tand  =  VG 

这样 ，（2.  77) 可 简化为 

^^d^+JjKdtr  =  fd  沒. 

3G  G  3G 

易知绕 3G —周后 j 的增 量是 2tt， 但 这个增 量并不 完全由 上式中 
的第三 个积分 产生的 ，其 中每一 个外角 7T —  ％ 是自然 存在的 增量， 
所以 

=  2tZ  —  (7T  —  a\  )  —  (7C  —  02  )  一  …  一 （7T  —  Ok  )  » 

3G 

于是 （2.  77) 就变 成所求 的公式 
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^Kda+^k.ds+^dTz-ai)  =  2tt. 

G  3G  i  =  1 

推论 

1.  如果 aG 是 一条光 滑曲线 ，则有 

+  =  2tz. 

G  3G 

2.  如果 是 由测地 线组成 ，则有 

Jk4t+  2](7r-a,)  =  2tt. 

3.  如果 是一个 测地三 角形， 即三条 测地线 所围成 的三角 
形 ，则有 

Jk  da  —  2xr  一  (7t  一  a\  )  一  (n  一  az )  一  (7C  一  a^)  =  S(  A)  一  tz ， 

G 

其中 S( A)  =ai  +a2  +«3 表本 三内角 之和. 

6.6 曲 面上向 量的平 行移动 

一、 曲面上 的向量 及其平 行移动 

曲面上 的向量 ，指 的是曲 面上给 定点处 切于此 曲面的 向量. 
如果 从曲面 的一点 到另外 一点平 行移动 一向量 ，那么 ，一般 来说平 
行移动 后的向 量的方 向与切 平面成 一角度 ，因 而不 能认为 是曲面 
上的 向量. 我们在 这里建 立曲面 上向量 的平行 移动的 概念. 

设 沿曲面 S 上一 曲线 （C) 

M1  =M*(^)  (1=1，2) 

的点 MO)， 给出 一向量 flU)， 它在点 MG) 处切 于曲面 ，且 沿此曲 
线给 出一向 量场. 当向量 《 从点 M 移动 （按 通常 意义的 移动） 到 
邻近点 M' 时得到 增量， 其主要 部分等 于微分 dd. 从点 M 引 
fl  +  ck， 那么一 般来说 ，这 个向量 不在点 M 的切平 面上. 因 此它不 
再是 曲面在 M 的切 向量 ，我们 把它分 解为在 切平面 上的和 沿曲面 
法线 n 方 向的两 个支量 （如图 2-31). 
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图 2-31 


沿法线 方向的 支量为 

[«  •  (a+da)  ]n. 

因为 a 在点 M 处切 于曲面 ，所以 /I  •  ci  =  0, 因 而向量 a  +  da 
沿法线 方向的 支量可 由下式 表示： 

(n  •  da)it. 

从 fl  +  ck 减去 它在法 线方向 的支量 ，我们 得到切 线支量 ，记为 
(a  +  da), ， 则有 

(a  +  da)t  =  a  +  da  — -  (n  •  da)n, 

这是从 a  +  da 到点 M 处的切 平面上 的投影 向量. 

我 们把点 M 处的 向量 U  +  ck)f 和向量 a 的差称 为向量 a 从 
点 M 沿曲线 （C) 移 动到点 AT 的绝 对微分 ，用 Da 来 表示： 

Da  =  da  —  (n  •  da)w.  (2.  78) 

由以 上看出 ，当向 量从点 M 沿曲线 （C) 移 动到点 Af 时 ，向量 
a 的绝 对微分 Da 等于把 它的通 常微分 da 投 影到点 M 处 的切平 
面上 的部分 ，因 此在点 M 处向量 d 的绝 对微分 Da 仍然是 一个在 
点 M 处切于 曲面的 向量. 

当 Da  =  0 时 ，表 示向量 a 从点 M 沿 （C) 的方向 移动到 点 M' 
时 ，微分 Ck 沿法线 fl 的方向 ，换句 话说， 把向量 fl  +  dfl 投 影到点 
M 的切平 面上时 ，我 们得 到向量 a. 这时 ，我们 称向量 a  +  da 是向 
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量 Cl 从点 M 沿 （C) 的 方向到 邻近点 Af 经 过平行 移动而 得到的 
向量. 

因为这 样所定 义的平 行移动 概念与 所选取 的曲线 = 

有关 ，因此 与 ci  +  d(i 称为 沿曲线 V  ⑴在 列维- 奇维塔 （Levi- 
Civita) 意义 下的平 行向量 ，即 称向量 ci  +  dfl 与 a 沿曲线 u^u^t) 
是列维 -奇维 塔平行 移动. 

特别地 ，在平 面上向 量的列 维-奇 维塔平 行移动 和通常 意义下 
的 平行移 动一致 ，这是 由于在 平面上 da=Da. 

现在 我们导 出绝对 微分的 分析表 达式， 从而可 以得到 平行移 
动 的分析 条件. 设沿 所考虑 的曲线 （0, 在曲 线上每 一个点 ，向量 
flU) 的 坐标是 a1  U) ，a2  (0 ， 即 

a  =  a1ri  +a2r2 ， 

其中 n ，r2 ，取为 曲面上 在同一 点 £ 的切 平面上 的坐标 向量. 

先计算 dfl: 

da  =  daVi  +  da2r2  +  a1  (ru  dul  +  ru  du2 )  + 
a2(r2idw1  +  r22  du2 ) , 

利用高 斯方程 ，则有 
da  =da1ri  +  da2r2  + 

aM  (rhr!  +rf1r2)dW1+(r}2r1  +r2nr2  )du2}+ 

a2  {  crhr,  +r22ir2)dul-harl22r1  +rl2r2)du2  }+(  *  )w， 

这 里没有 写出的 各项包 含向量 n 且组 成向量 dfl 的法 线支量 .去 
掉 ck 的法线 支量后 ，所 得到 的就是 Dci， 把 上式中 的各项 加以整 
理 ，即得 

Da  =ri  (da1  +JT}1a1dw1  +  r\2al  Au2  +  rha2dul-\- 
rl22Cizdu2  )+r2  (da2 午厂^1“1  +ri2^1dM2  + 
r\\a2du}  +  rl2Ci2du2  ). 

若 Da 的 坐标以 IV, Da2 来表示 ，即 

Da  =  riDa1  +r2  Da2 , 


则得到 
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(2.79) 


Da1  =  da1  +  r1aBaadu13 ， 

1 

Da2  =  da2+  X!r^aadu^ 

a » ^?=  1 

这就是 绝对微 分的表 达式. 

特别地 ，若 向量 作平 行移动 ，则 Da  =  0, 或即 Da^Da^O. 
从而 我们得 到向量 a 由点 M 沿着 方向 （dw1 ，dw2) 平 行移动 到邻近 
点 的 分析表 达式： 

2 

da1  =—  ^Jr^aadufi9 

a  ,^9=  1 

2  (2. 80) 
da2  =-  JJr2^aadu^ 

a9p=  1 

这个条 件表示 ，在 平行 移动下 ，向量 a 的坐 标的微 分可用 它在点 
M 处 的坐标 a1，' 和在点 M 的 以 及对应 于从点 M 到点 Af/的 
微小位 移的坐 标微分 dw1 ，dw2 来 表达. 

二、 平 行移动 的性质 

以 上我们 只在微 小范围 内考虑 曲面上 的平行 移动. 现 在把这 
个 沿已知 曲线作 微小移 动引用 到有限 部分的 情形. 

设在 曲面上 一条已 知曲线 （C): 

⑴， 

匕 的起点 处作 出曲面 上的某 一 * 个向量 fl。， 如 果在曲 
线 （C) 的 某一点 ^ 处作出 曲面上 的向量 a  G) (如图 2 -32)， 使得当 
由点 〖移动 到点 £  +  士 时 ，向量 fl  +  dfl 是向量 由平 行移动 而得到 
的 向量； 且 在起点 i=0 的向量 ci(0 合于 Oo. 我们说 ，向量 fl。 沿曲线 
(C) 的 平行移 动是实 现了. 换 句话说 ，向 量函数 aU) 的坐标 J ⑴ ， 
在从点 r 到 t+dt 的移 动下， 满足平 行移动 的条件 （2.  80) ; 以 
士 除之， 则函数 JGWG) 必须 满足下 列微分 方程： 
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由此我 们可以 看到， a1 关于 £的 导数是 aW 本身 的线性 
函数； 这时， a1 ，a2 的 系数是 （的已 知函 数. 此外 ，当 £  =  0 时 ，所求 
的函数 aSa2 必取 初始值 即向量 〜 的 坐标. 因此微 分方程 
组 （2.  81) 的解 是 惟一存 在的. 总之 ，沿 已知的 曲面曲 
线 （C) 的平 行移动 总可以 惟一地 实现. 

现在 ，导出 在曲面 上平行 移动的 一个很 重要而 且与普 通意义 
下的平 行移动 相仿的 性质. 

若 在起点 MG  =  0) 给定许 多个切 于曲面 的向量 ，然后 使这些 
向 量沿一 条曲面 曲线平 行移动 ，则这 些向量 的长度 及它们 之间的 
夹角 都保持 不变. 

为了 导出这 个结论 ，我们 先求出 沿曲面 平行移 动的向 量的作 
图法. 为此 ，沿 某一曲 面曲线 （C) 作出 曲面的 切平面 ，它们 的包络 
是 一可展 曲面. 若在 （C) 上 各个点 作切于 曲面的 诸向量 £1(0, 则这 
些向量 和曲线 （C) 也在 可展曲 面上. 把可展 曲面展 为平面 ，曲线 
(C) 展为 平面上 的曲线 （C。）， 而向量 a 变为 平面上 的向量 •因 
可展曲 面的切 平面也 是原曲 面的切 平面， 由平行 移动的 定义知 ，向 
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量 a 沿 一曲线 （C) 的 平行移 动仅与 沿曲线 （C) 的曲 面的切 平面的 
位 置有关 ，所以 当且仅 当该向 量为沿 （C) 的 可展曲 面上的 平行移 
动时 ，向量 a 在原曲 面上为 沿曲线 （C) 的平行 移动. 另 一方面 ，当 
展为 平面时 ，平行 移动的 向量仍 为平行 移动的 向量. 因此， 我们得 
到下列 结论： 

向量 沿一条 已知曲 面曲线 （C) 平行 移动的 充要条 件是沿 （C) 
所作 的切平 面的包 络面所 得可展 曲面展 开在平 面上时 ，所 得到的 
向量在 平面上 为平行 移动. 

由此， 我们得 出沿曲 面曲线 平行移 动的向 量的作 图法: 若在曲 
面曲线 （C) 上一点 M 给定一 个向量 a  (如图 2 -33)， 使其沿 （C) 平 
行移动 到一点 M% 只要把 （C) 用以 上方法 展为平 面曲线 （C。）， 在 
点 純 取 对应于 a 的向量 flQ. 在点 M 〖作按 通常意 义下的 平行移 
动到 的向量 把这个 平面图 形施行 扭曲变 形使回 到原曲 
面上来 ，则在 iVT 点 对应于 M'。 处的 fl。 的向 量就是 所求的 
向量. 


因为 向量的 长度与 夹角对 于展为 平面的 等距变 换是不 变的， 
所以由 普通平 行移动 的性质 推出： 

在 任一曲 面曲线 （C) 上 切于曲 面的诸 向量沿 （c) 平行移 动时， 
这些向 量的长 度以及 它们之 间的夹 角都保 持不变 • 

现在我 们从曲 面上平 行移动 的观点 来看测 地线. 

假定曲 面曲线 (C) 的 方程为 =  W 七） ，其中 5 为 （O 的弧长 .设 


曲线 (C) 的 切向量 沿 （C) 平 行移动 ，以 

代入 (2.  81)( 注意 ，这时 (2.  81) 中 的参数 ，换成 5)， 则变 为方程 

每 +§n 蔷整 =。， 

这 是测地 线的微 分方程 ，反 过来也 成立. 总之 ，曲线 （C) 为 测地线 
的充要 条件是 它的切 向量在 列维- 奇维塔 平行移 动的意 义下沿 
(C) 是 互相平 行的. 

测地 线的这 个性质 跟普通 空间中 （或平 面上） 的 直线的 性质是 
相 仿的. 因 为直线 有固定 的方向 ，也就 是在直 线上任 何一点 沿直线 
的向量 总跟这 条直线 是同方 向的. 

根据 测地线 的上述 性质， 如果要 沿测地 线平行 移动一 个长度 
一定 的向量 ，只 要把这 个向量 与已知 测地线 在移动 过程中 保持交 
于一 个定角 就可以 得到. 显然， 直线也 有这个 相仿的 性质. 

*6.7 极 小曲面 

现 在我们 讨论平 均曲率 H  =  0 的 曲面. 先 考虑以 下极值 
问题： 

设 （C) 是 一空间 光滑闭 曲线， S 是过 （C) 的 一曲面 ，它 的参数 
表示是 

xa=xa{ul  ,M2)  ,  a=l,2,3. 

给定/ 和|$(0  =  1，2,3，/=1，2)的函数1^尸，_^，考虑 

积分 

1  =J [中， If  )dttW  ’ 

u 

其中 是 S 中 （C) 所包围 的曲面 区域. 

现 在问： 过曲线 （C) 的曲面 S 满 足什么 条件才 使积分 I 取局 
部极 小值？  • 

考虑 过曲线 （C) 的与 S 邻近 的曲面 
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S：xa  =  xaiul  ,m2)  ，“ 2) ， 

其中 W 是 沿曲线 （C) 为零的 CT 类 函数. 

设 5 上 由曲线 （C) 所包围 的曲面 区域是 [7, 则 有积分 


1  =JMxa，+€wa，f&+£^)dt4W， 

V 


a  =  1,2,3;  z  =  1 ,2. 


由于 I  =min  I ，所以 


(2. 82) 


+  ? 反 :盖) 心1  dw2=0. 


其中 xV 


上 式又能 改写成 


[豊 古 (告) 


(2.  82)， 


根据格 林公式 


J [(語 -錄) di/Mtt2  =  J  PCm1  ,u2)dul  +  QCu1  ,u2)du2 , 

u  c 

所以有 

|?[^(^  翁 ik)]duldu2 

= +  [uf  J^)du\ 

因为 沿曲线 （O 为零 ，所以 上述积 分为零 ，又因 为函数 w 是任 
意的， 所以极 值条件 （2.  82) 或 （2.  82/ 转化成 
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y  =  o, 

^  du'Xdx^i)  dxa 

这就是 使积分 I 取局部 极小值 的条件 ，又称 为欧拉 方程. 

现在我 们希望 寻找使 （c) 所包 围的曲 面区域 U 的面积 为极小 
的曲面 S， 这种 曲面也 称为极 小曲面 • 

这 时积分 I 就是 曲面域 S 上曲线 （C) 所包围 的区域 LT 的面积 

A  = 

其中  g  =  gng22—g\2- 

因为 所以 欧拉方 程变成 


JJ  \fgAul  du2  j 


根 据定义 


Sdxa  dxa 

a 

所以有 


= 1 ，2 ，3  ;i，j.  =  1 ，2 ， 


d  y/~g  _  Sp  1  3g  dgjk 

叱—合  YTg  ^  dx°- 

= viv  灼  +  E^->)=  2 仏  ％  ’ 

伴 i  j 


a  =  1，2,3;  i ，j ，k  =  1，2. 


因而 


E 


UW=^Ag^n+< 
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= Z)  ， 

“j 

a  =  1，2,3;  i,j  ,k  =  1,2, 
其中 /1=(^11，”2以3)是曲面5 的单位 法向量 ，最后 一等式 得自曲 

面论 的高斯 方程〜 = g]r)A+Z^n. 又因 士  =  不 

含 工％ 所以 

a  Vg7  -  0 

ay  -0， 

而平 均曲率 H  =  jJ^gijLij9 因 此面积 A 为极小 的欧拉 方程简 
化成  1, 

H=0. 

于 是得到 

定理 对 于过空 间光滑 闭曲线 （C) 的曲面 S 来说 ，如果 （C) 所 
包围的 曲面面 积最小 ，则 曲面 S 的 平均曲 率恒等 于零. 换言之 ，极 
小曲 面的平 均曲率 为零. 

附 记：定 理中提 出的极 小曲面 问题在 1866 年由 J.  Plateau 提 
出 ，又 称为 Plateau 问题. 1930 年 J.  Douglas 和 T.  Rado 分别独 
立 地证明 了解的 存在性 ，不过 他们的 解中可 能有孤 立奇点 ，到了 
1970 年， R.  Osserman 证明了  Plateau 问题的 解没有 奇点. 


1. 求正交 网的坐 标曲线 的测地 曲率. 

2- 证明球 面 r=  {acos  mcos  v,acos  Msin  v,asin  m} 上曲 线的测 地曲率 kg  = 

其中 e 表 示曲线 与经线 的交角 

3. 求位 于半径 为尺的 球面上 半径为 a 的圆 的测地 曲率. 

4 - 求位于 正螺面 x=mcos  v，：y=Msin  w，2：=ai; 上的圆 柱螺线 ：c  =  MoCOS  v， 
3/=  M0  sin  v,z=  = 常数） 的测地 曲率. 
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5.  设曲面 S 上曲 率线 （C),(C) 上的点 P 不是 S 的抛 物点. 证明 （C) 在 
点 P 的测地 曲率的 绝对值 等于在 S 的球面 映射下 （C) 的像在 对应点 的测地 
曲率与 （C) 在点 P 的法 曲率之 积的绝 对值. 

6.  若曲面  S:r=r(M，xO 上曲线 （C)  :m=mU) 为曲线 （C) 上任 
意参数 ，试导 出测地 曲率心 的计算 公式. 

7.  求证 旋转面 的子午 线是测 地线， 而平行 圆仅当 子午线 的切线 平行于 
旋 转轴时 才是测 地线. 

8.  求证： 

(1)  如果 测地线 同时为 渐近线 ，则 它是一 直线； 

(2)  如果测 地线同 时为曲 率线， 则它是 一平面 曲线。 

9.  已知 曲面的 第一基 本形式 I  =V(dM2+dt；), 证 明它上 面的测 地线是 
⑽ 平面 上的抛 物线. 

10.  求正螺 面 r=  {  mcos  v，wsin  } 上的测 地线. 

11.  利用刘 维尔公 式证明 ：（1) 平面 上的测 地线为 直线； （2) 圆柱 面上的 
测地线 为圆柱 螺线. 

12.  证 明：若 曲面上 非直线 的所有 测地线 均为平 面曲线 ，则 它必为 曲率线 • 

13.  如果在 曲面上 引进半 测地坐 标网： 

ds2=dMzH-Gd^. 

求证： 

^dj  =  d |^arctan ^ 

14.  给出曲 面的第 一基本 形式是 

ds2  —  du2  +  G(  m ， v)  di/  , 

如果 此曲面 上的测 地线与 曲线的 夹角为 a 时， 求证： 

da _ d^/G 

dv  du 

15.  证 明：若 曲面上 有两族 测地线 的夹角 为定角 ，则曲 面是可 展曲面 • 

16.  求半 径为尺 的球面 上测地 三角形 三内角 之和. 

17.  利用高 斯-波 涅公式 证明： 若曲面 S 上存 在两 族夹角 为定角 的测地 
线， 则它的 高斯曲 率处处 为零. 

18.  若曲面 S 的高 斯曲率 处处小 于零， 则曲面 S 上不 存在 围成单 连通区 
域 的光滑 的闭测 地线. 
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19.  设 是 沿曲面 上曲线 （C) 的向 量场， / 是定 义在 （C) 上的 数量函 
数 ，证明 下列绝 对微分 的运算 性质： 

(1)  D(a+fr)  =  Da+D6； 

(2)  D(/a)=d/aH-/Da, 

(3)  d(a  •  b)  =  Da  •  fr-ha  •  Db. 

20.  设 <i(s)，&U) 是 沿曲面 上曲线 （C):r=r(s) 的两 个平行 向量场 ，证明 
a-  常数. 并由此 证明当 曲面上 一点处 二向量 沿曲面 上曲线 作列维 -奇维 
塔平行 移动时 ，它们 的长度 和夹角 不变. 

§7 常高 斯曲率 的曲面 

7.1 常高 斯曲率 的曲面 

在曲面 S 

r=r(u9v') 

上选一 条测地 线作为 一 曲线： w  =  0; 再取与 它正交 的测地 线族作 
为 w —曲线 ，测地 线族的 正交轨 线作为 t; 一曲线 ，对 于这样 的半测 
地坐 标网， 曲面的 第一基 本形式 简化为 

工 = du2  +  G(  m  ,  t;)  dv2 , 

其中  G(0 ， i；)  =  1 ，G„ (0 ， z;)  =0. 

根据 §5 的 习题知 ，对于 半测地 坐标网 来说， 曲面的 高斯曲 

率是 

x  _ _ L  沪 

VG  3u2  - 

现在 设曲面 S 的高 斯曲率 是常数 ，即 K= 常数， 则得微 分方程 

根 据初始 条件: 0(0，1；)  =  1，0„(0，1；)=0,我们可以按以下不 
同情 形求出 这个微 分方程 的解. 

(1) 正 常数高 斯曲率 的曲面 (K>0)， 此时 
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VG  =  A(v)cos  y/lCu  +  B(v)sin  \fKu, 

根据初 始条件 义(1；)  =  1,丑(1；)=0，有 

I  =  du2  +  cos2  >/KuAv2. 

实 例：考 虑球心 在原点 ，半径 为尺的 球面. 取赤 道为最 初给定 
的测 地线， 则所有 经线是 与赤道 正交的 测地线 ，所有 纬线是 这测地 
线 族的正 交轨线 ，因 此球面 上的经 线和纬 线构成 半测地 坐标网 • 
设球面 上点的 经度为 纬度为 ％ 则球面 的参数 表示是 

{x  =  Rcos  ucos  v9 
y  =  Rcos  wsin  v9 
z  =  Rsin  u9 

ds2  =  dx2  +  Ay2  +  dz2  =  R2du2  R2  cos2  udv2 . 

在 球面上 重新选 择参数 ，命 

U=Ru，v=Rv， 

于是 


I  =  du2+cos2(^Ku)dv29 

因 此正常 数高斯 曲率的 曲面的 第一基 本形式 与球面 相同. 

(2)  K  =  0, 从而有 #=1, 因此 

I  =  Au2  +  Av2 , 

所 以零高 斯曲率 的曲面 （可展 曲面） 的 第一基 本形式 与平面 相同. 

(3)  负 常数高 斯曲率 的曲面 （K<0), 此时 

I  =  du2  +  cosh2  (  Ku  )dv2 , 

这种情 形我们 在下一 小节中 再详细 讨论. 
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7.2 伪球面 


现 在我们 构造一 种负常 数高斯 曲率的 曲面. 

我们首 先定义 Qrz 平 面上的 曳物线 （tractrix) 如下： 

定义 设曲线 （C) 上任 意一点 的切线 上介于 切点和 z 轴之间 
的线段 始终保 持定长 a ， 则此曲 线称为 曳物线 .z 轴 称为曳 物线的 
渐 近线. 

下 面我们 来推导 曳物线 的方程 ，设它 的参数 表示为 
x=x(^t) ，z=z(t) ， 

曲线 上一点 PCr，z) 的切线 上点的 坐标是 (: r+« 餐， 2+«宗)， 其 
中《是 参数. 如果 这点在 z 轴上 ，则 

x  +  a 莹〒 0，即°=_工/ 莹， 

所以 曲线在 P(x,z) 点的 切线与 z 轴 的交点 Q 的 坐标是 


x 


0,2： 


dz 

cU 


dx 

dt 


因为 |PQ|=a ，所以 


x2  +x2 


dz 

di 

dx 

di 


a2. 


由 此得出 


dz=  士  ^EZd 工. 


X 


如果令 x  =  asin  i， 则 


d2：= 士  — ^  •  acos  tAt  =zh  a  - ~ ：S^n-~  At 
asm  t 


sin  t 


所以 


z  =士  a  [  In  tan  —  +  cos  t 


因此， Qrz 平 面上以 z 轴为渐 近线的 曳物线 方程是 

{x  =  asin  t9 

z  =士  a  (In  tan  音  +  cos  f  ). 

如果把 上述曳 物线绕 z 轴旋转 ，所得 的旋转 面称为 伪球面 （如图 
2-34) ，它 的参数 表示是 

[x  =  asin  icos  Oj 
y  =  asin  ^sin  d> 

z  =±  a  f  In  tan  4r  +  cos  之) • 


图 2-34 


下面 我们来 计算伪 球面的 第一基 本形式 ，并证 明它的 高斯曲 
率是负 常数. 

I  =  d52  =  dr2  +  dy2  +  dz2 
= (acos  tcos  ddt  —  asin  ^sin  Odd)2  + 

(acos  tsin  ddt  +  asin 《cos  Odd)2  +  a2  (  — —  —  sin  t )  At2 

Vsin  t  f 
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= a2 cos2  t  dt2  +  a2 sin2  tAff1  +  ^  一  2a2  +  a2 sin2 

由 此得到 


1  =  a2  cot2  tdt2  +  a2  sin2  td6^ . 
改 变曲面 的参数 ，命 


u  =  aln  sin  t，v=d， 


于是 ，有 


du  =  a  cot ，d，，sin  t  =  , 

所 以伪球 面的第 一基本 形式是 

I  =  du2  +  a2  dt;2 , 

因此对 于参数 U, i;) 的坐标 网是半 测地坐 标网， 曲线 （t；= 常数) 


是测地 线族. 


伪球面 的高斯 曲率是 

K=~ju^ 


下面 我们要 把伪球 面经过 保角变 换映到 平面上 ，并讨 论经过 
保角 变换后 ，伪 球面上 的测地 线对应 平面上 的什么 曲线？ 为此 ，我 
们再 改变伪 球面的 参数. 

命 

x=i;,^  =  e_H/a, 

于是  dv=dx9du=—^^m 

y 

伪球面 的第一 基本形 式又可 改写成 

ds2  =  ^2  (dx2  +  dy  ) , 

因此 从曲面 上的点 Ua) 到平面 上的点 （X，/ 的 映射是 一保角 
变换. 

对 于伪球 面上的 新参数 O,  ：y) 和上述 第一基 本形式 ，我 们来 
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计 算一下 测地线 的公式 

^  +  =  0, 

i，k 

其中 


ul  =XyU2  =y. 

厂  li=o，  r\2  =r2i  =  —  i/y9  r!2=o, 

■^n  =  r2iz  =r,2i  =o ,  F22 =  一 

所以测 地线的 方程是 


从第一 式得到 


即 


所以 


/  o  •  • 

2 -每 =  0, 

y 

y  + - - = 

y 


x  2xy 

y2  y 


=  0, 


从第二 式得到 


(cr 为常 数). 


吾十多 =  0， 


(f)' 


7 


0. 


把 


代 人上式 ，得到 


l/yf 


于是有 


(f)  +ai  =  0, 
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因为 

所以有 

或 

积分 后得到 


-ax  =  13  为常 数）. 

=  ay2  9 

=  (—or  +J3)y9 


(ax— 戸) dr+a：yd3；  =  0 ， 


2 


or2  — )3r  +  ~；ray2  =  y  (y  = 常 数）， 


把上式 整理后 ，最 后得 到形如 

(x— c)2+y  =  r2 

的 方程. 这是 ar：y 平面上 圆心在 轴上 的圆的 方程. 于 是得到 
命题 若 通过伪 球面的 第一基 本形式 

I  =  ^2  (dx2  +  dy2  ) ， 

y 

把 它经过 保角变 换映到 平面上 ，则伪 球面上 的测地 线对应 于圆心 
在 X 轴上 的圆. 

下 面我们 仅考虑 Qry 平 面上在 轴 上方的 半平面 （3；>0)， 
我 们称它 为罗氏 平面. 伪球 面上的 测地线 经过保 角变换 映成罗 
氏平 面上圆 心在： r 轴上 的半圆 ，我 们把这 半圆称 为罗氏 直线. 
注意， 过罗氏 平面上 任两点 巧 和 P2 ，正好 有一条 罗氏直 线联结 
它们， 通过保 角变换 ，过伪 球面上 任两点 ，也 就有惟 一一 条 测地线 
联结 它们. 


7.3  罗 氏几何 

(1) 罗氏 平面上 的长度 
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设 是罗氏 平面上 的两点 ，通过 保角变 
换 ，它 们对应 伪球面 上两点 ，联 结这两 点有惟 —— 条 测地线 ，我们 
把这两 对应点 之间的 测地线 的弧长 定义为 Pi 到朽 的罗氏 距离. 
所以， 


P 、  f(W  -  「(:2，V  y dx2  +  dy2 

5(Pi  ,P2  )=  ds  =  a\  - - - ， 

J  (xj  ,yx)  J  (xl  y 

积 分沿着 /"“A ，：y2) 对 应的伪 球面上 的两点 之间的 
惟一的 测地线 进行. 注意测 地线的 方程是 
(X — c)2  ~\~y2  =r2 ,  • 

作参 数变换 

x=c+rcos  dy  y=rsin 

若命 


Xi  =  c  +  rcos  di ，  yi  =  rsin  d\  y 
x2  =  c  +  rcos  d2  9  yi  =  rsin  d2  > 


则 


s(,P\  9P2) 


U2’V  ^ dx2  +  dy2  — 


.(:2，V 

a 

J  (Xj .^j) 


aln  tan 


y 


「2  _dd_ 
ex  sin  d 


tan 


O2 


aln 


tan 


红. 


设罗 氏直线 PiP2 与 x 轴的 交点为 P。 和 Poo, 由于这 四点在 
一圆上 ，我 们可以 定义它 们的非 调和比 （Pi， A  ;n，Poo). 

如图 2-35 所示， 任取圆 上一点 S， 定义 


(Pi  ,  P2  ；  Po ，Poo) = 


sin^PiSPo 

sin/i^SPo 


sin/i^  SP 
sin^P2SP 


所以 


(Pi ，P2  ;Po ，Poo)  = 


sin(f  -  f )  :  sinf 
sin(f _f)  sinl 


•  179  • 


图 2-35 


因此罗 氏距离 公式是 

s(Pi  ,P2)  =  alnCPi  jP2;Po  ,Poo). 

小结 设 A 和匕 是罗氏 平面 上两点 ，过 这两点 作圆交 x 轴 
于 Po，Poo, 则定义 ^ 和 P2 之间 的罗氏 距离为 

sCPi  ,P2)  =  aln(Pi  ,P2  iPo  >Poo) , 

其中非 调和比 （^，/^尺^^定义为 

(P  P  P  D  X  =  sinZPiSPo  .  sinZPiSPoo 

( "  2’ 。,  °° }  ~  sinZP2SP0  *  sinZP2SP00, 

这里 S 为过 h 和 P2 ，圆 心在 x 轴 上的圆 上的任 一点. 

注意 ，当 A—Poo 或 P2^P0 时， （厂，斤2;尸。^00)400，所以 
可以 认为: r 轴 上的点 或 Poo 是 罗氏平 面上的 “无穷 远点” ，也就 
是说， I 轴是罗 氏平 面的“ 无穷远 线”. 

(2) 罗氏平 面上的 平行线 

罗氏 平面上 的直线 Z 就是圆 心在: r 轴上的 x 轴上 方的 半圆， 
它交 z 轴于 i5。 和 Poo 两点. 

设 P 是罗氏 平面上 在直线 Z 外的 任一点 ，则过 P 和 Pc) 有一 
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条罗 氏直线 4 ， 过 P 和 Poo 有 一条罗 氏直线 L  , 直线 Z 与直 线“交 
于 “无穷 远点” P。， 因此 可以认 为直线 / 和 Z。 是平 行的； 同理 ，直线 
/ 和 Zoo 是 平行的 （如图 2-36). 


图 2-36 

因此在 罗氏平 面上， 过直线 / 外一点 P 可以作 两条直 线“和 
I 平行 于直线 6 因而 在罗氏 平面上 欧几里 得几何 的平行 公理不 
成立. 

(3) 罗氏 平面上 的运动 

把定 义了笛 卡儿直 角坐标 Ua) 的平面 看成复 平面， 平面上 
的点 (•TO) 对应一 个复数 

z  =  x~\-\y. 

罗 氏平面 对应于 3 / >0 的上半 复平面 ，在 复平面 上作线 性变换 


= pz+q 
rz+s9 


其中 />，g，r，s 是实数 ，且 


P  Q 


>0, 这是复 平面上 的保角 变换， 


它使上 半复平 面变成 上半复 平面. 


现 在我们 来讨论 :心 2  =  >  (dx2+dy2  ) 在 上述线 性变换 下变成 


什么. 


(ps  —  qr)dz 
(rz  +  5>2  ’ 


其中 i 和 P 分别 表示 z 和， 的共轭 复数. 
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但是 


即 


dz#  dz*  = 


: V. 


2i 


dz*  — z* 


( ps  一  qr)2 dzdz 
{rz  +  5>2  {rz  +  s)2  9 

)= 1  /pz+q  pz  +g\ 
2i  V  rs:  +  5  rz  +  s  ) 


( ps  —  qr) 

{rz  +  s)  (rz  +  s) 


2i 


tCz  —  z)  9 


所以 


即 


或 


dz*  Az* 
*2 
y 


dz  •  dz 

y2 


声 (d，+d，”  =  —  +  dy)， 


d，2=d/. 

因此线 性变换 

^  p  q  >0 
rz  +  s  r  s 

保持 罗氏距 离不变 ，它 就是罗 氏平面 上的等 距变换 公式. 

在 19 世纪初 ，罗巴 契夫斯 基（ JTo6aqeBCKHH  H.  Ii) ， 波利埃 
(J.  Bolyai)， 高斯大 胆地否 定了欧 氏几何 中的平 行公理 ，另 外设立 
一条替 代它的 公理. 他们 分别独 立地建 立了一 种新的 几何学 ，称 
为 双曲几 何学. 由 于最先 公开发 表的是 罗巴契 夫斯基 ，所 以也称 
此几 何学为 罗巴契 夫斯基 的非欧 几何学 ，简 称罗氏 几何. 

后来 （1868) 贝尔 特拉米 （E.  Beltrami) 用微分 几何的 理论建 
立了罗 氏几何 的模型 ，那 就是上 述的“ 在一伪 球面上 ，即高 斯曲率 

等于一 i 的一个 曲面上 ，把 测地线 看作直 线而构 成的几 何”. 另一 
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方面 ，黎曼 发展了 罗巴契 夫斯基 的思想 （1854)， 建立 了与欧 氏几何 
学和 双曲几 何学都 不同的 椭圆几 何学. 双曲 几何学 与椭圆 几何学 
总称为 非欧几 何学. 

(4) 罗 氏几何 的模型 

上面 介绍的 是罗氏 几何的 PoincaK 模型. 现在 我们将 介绍罗 
氏几何 的另一 种模型 ，称为 Klein 模型. 

设 D 是欧 氏平面 (xa) 上半 径等于 cz 的圆 的内部 （即圆 盘）： 
D={(x,^)€R2  : x2+y <a2} , 

在 D 中定义 一种微 分几何 ，它 的度量 （即第 一基本 形式） 是 

d52  =  (a2-u"+y))2(dx2+dy), 

命  z=x+ 

dS  (a2-|z|2)2^  - 

下面 我们将 指出： D 中定 义了以 上度量 的微分 几何是 罗氏几 
何. 为此 ，我 们要把 这种微 分几何 与罗氏 几何的 Poincare 模型相 
比较 .设 D' 是欧 氏平面 U，i；) 的 上半部 

D'  =  {(u,v)eR2：u>0} 

在 D' 中定 义度量 

ds2  =^：(du2  ~\~dv2) , 

于是 D' 中 定义的 微分几 何是罗 氏几何 ，因为 它的高 斯曲率 K  = 


「，这 就 是罗氏 几何的 PoincaK 模型. 
命  W=U-\-  1卩， 则 


dJ2： 


ydu)  •  cte， 


(Imu;)2 

考虑 欧氏平 面中， 把区域 D 映 到区域 上的保 角映射 


或 


— 1—7 
\! — 1+1 


183  • 


则有 


f In  2)2 破 = ai^dzvd^  ( * ) 

所以， d52=cm 这说明 上述保 角映射 是等距 变换. 由 于区域 D 和 
区域 D' 上 的第一 基本形 式相同 ，它们 的高斯 曲率也 相同， 所以区 

域 D 上所 定义的 微分几 何的高 斯曲率 K  =  —  i, 因此 ，也 是罗氏 
几何. 区域 D 上所 定义的 微分几 何是罗 氏几何 的另一 种模型 ，即 


为 Klein 模型. 

(*) 式的 证明: 


d,w=- 


设 


(a  +  z)2 

<+  \/_1  幻， 则 

一  a2  —  x2  —  y2 


V —  12adz  \f~\2aAz 


(a  +  z)2 


dtt>  •  dw 


(a+x)2  ~\~yz 
\az Az  •  dz 


ia2dz  • 


[(a  +  z)(a  +  z)]2 
_^2  ia2dz  •  dz 


[(a  +  x)2+y]2 
Aadzdz 


(a2-(x2+y>) 
附记: 半径为 a 的球面 的高斯 曲率为 


v2 


U2  —  k|2)2. 
「，所 以 半径为 


的虚 球面的 高斯曲 率为一 因此 ，罗 氏几何 可以看 成是虚 球面上 

的几何 .不过 ，它 有实 的模型 （例 如， Klein 模 型）. 下面 ，提 到虚球 
面 的时候 ，就 把它理 解成负 常高斯 曲率的 曲面. 
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m=m 


外 微分形 式和活 动标架 


§i 外微 分形式 

1. 1 格 拉斯曼 （Grassmann) 代数 

设 V 是 实数域 R 上的 w 维向 量空间 ，它 的一组 基底是 ^ ， …， 
G ， 用 这组基 底形式 地作下 列元素 

ei ，  i  =  l ,  2 ,  ••• ,  rij 

ei  A  ej ,  j<n， 

eh  A^2  A  … f\eip， 


^1  A  e2  A  ••-  A  e„  , 

连同 R 中的单 位元素 1， 一共有 

l+Ci+C^  +  …+C:  =  2” 

个 元素. 用这 2”  个元素 作基底 ，再 作一 实数域 r 上的 2”  维向量 
空间 GOO. 其中以 CJ 个元素 
A  ei2  A  •••  A  ei^  9 

为基 底的实 向量空 间记成 V% 它是 G(v) 的子 空间， 它的元 素称为 
GOO 的/ > 次齐次 元素， 它们可 以具体 表示成 
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〜1*’2..”’产1 八。 2 八…八 ％ ， 

1<*\  <*.2  < … <*)<?» 

其 中系数 aiii2...ipeR. 以后为 了方便 起见， 我们把 R 写成 V0 ， 把 V 
写成 V1 ，于是 G(V) 中 任何一 个元素 w 可以 惟一地 表示成 

W=XV0  +TX>1  +•••  -\"Wn  9 

其中 ％ew(/)  =  0，l， …， n). 这说明 2”  维向 量空间 G(V) 是 CJ 
维向 量空间 W/>  =  0，1， …， w) 的直和 ，记成 
g(\o  =y° ㊉ 沪 ㊉…㊉ V' 

注意 

因为 V” 的任何 一个元 素可以 表示成 

ae\  f\ez  t\  … f\en， a6  R. 

这 个元素 - 对应 于实数 a， 这个对 应关系 建立了  1 维向 量空间 

V” 与 R 之间的 同构. 

实例： 设 V 是 R 上的 3 维向量 空间， {^，^，。丨是它的一组基 
底 ，则 

G(V)=V°  ㊉ V1  ㊉ V2 ㊉ V3 ， 

其中 

v°=r,  y^v, 

V2 是0  Ae2，e2  Ae3，Q  Ah 为 基底的 3 维实向 量空间 . V3 是以 
Ae2  Ae3 为 基底的 1 维实向 量空间 ，它 同构于 R, 所以 G(V) 是 8 
维 实向量 空间. 

下面我 们在向 量空间 G(V) 中引 进一种 乘法， 使它成 为一个 
代数， 这种乘 法只需 在基底 上定义 ，然后 再线性 地扩充 到整个 
G(\0 上去. 

定义 在 GOO 中引 进乘法 “A”， 规 定它满 足以下 规律： 

A  ej  —  一  ej  A  e{  > 

(etl  A  … A  % )  A  (气  A  … A 、 ） 二弘  A  … A  ~  A  … A  ， 
同时又 满足结 合律和 分配律 
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{x  /\y)  A  z=x/\  iy  /\z)=x  f\y  /\zy 
x  A  (,ay+bz)  =ax  A  y+bx  Azj 
iax+by)  l\z  =  ax  f\  z+by  A  2: , 

这种乘 法称为 外乘. 定义了 外乘 以后的 G(V) 称 为实向 量空间 V 
上的 格拉斯 曼代数 • 

附记： 

(1)  对于每 一 *个 V1  (  =  V) ， 我们有 

x  A  x=0. 

设 x  =  2a*e*9 因为 匕八 心=0, 所以 

t  =  l 

n  n 

x  A  x=  (^atet  )  A  (2a，，） 

i  =  l  =  1 

n 

=  2  aiaiei  八。 

i.i=l 

=  2  aiaie«  A  +  2  a:a〆 :八〜 

‘  l<»<Xn  Kj<i<n 

=  2  a^jUi  A  ^7  A  ^«)  =  0 

(2)  外 乘的定 义要求 G(V) 的基底 是线性 无关的 • 我 们举例 
说明 这一点 ，设 

aex  A  e3  +be2  A  e4  A  e5  +cex  A  e2  A  e3  A  e4  =0 ， 

把上 式乘以 e2/\e,  Ae5  A … Ae„， 则易知 a=0. 同 理可证 6=0 和〔= 
0, 因此 Q  A  e3 ，e2  A  e4  A  e5 和 Q  A  e2  A  e3  A  e4 是线性 无关的 • 

格拉斯 曼代数 满足以 下反交 换律： 

命题 1 设: 则 

x  f\y=C  —  VPQy  Ax. 

证明 因为外 乘是满 足分配 律的， 所以只 需考虑 

工= 〜八 … 八 ％ ， y=eh  A  — Aeifl 

的 情形. 这时 

(e,、 八… 
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=  (-1)、 A  (e,- 八… 八％) 八 （〜 八…八 ') 
=  (-Vpq(eh 八 ％ 八…八 〜） 八 （'  八…八 、）• 
设: ^ ，…， ％ 是 V 中一 组向量 ，则它 们可以 表示成 


A  —  A  yP  =  2  eip , 

*i  •… “， =i 

这说明 M  A … A  %  6  W , 但是 W 中的 基底是 
A  —  A  eip  ,  — 

因此， 我们必 须把任 意次序 的外积 h  A … 变成 标准次 序的外 
积 e、 卜… f\eip<J'< … 因而我 们在计 算和式  2 时应分 

*1 ，… ,》p=i 

两 步走： 先从 a ， … ，”） 中任选 /> 个数 “<  … a” 然 后再把 这户个 
数任 意排列 ，因此 

3^1  A  —  A  yP 

2  (2  (―  l)C，1，，，*,,^]aili  — )eti  A  ―  A  ev  , 

(ij  .•-  tip)  P 

其中 2] 表示对 （a ，……） 的任 意排列 求和， [^ ，…， i,] 表示 

某 排列对 于顺序 h 〈… <ifi 的反 序数. 于 是得到 

alfl 

: yi 八 …八: yP  =  2  : 

aPii 


… alt/> 

: A  ••-  A  eip. 
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推论 1  V 中的 向量： yi ， …， 3^ 是线性 无关的 必要和 充分条 


件是 

: yi 八… A：y〆。. 

证明 如果: yi 八… 八: y/O, 则矩阵 （叫）“=1， P 
1, …， n) 中总有 一个/ > 阶 行列式 

au,  ―  aup 
:  : #0， 

%  … 

即矩阵 (％) 的秩为 />• 这 说明向 量组: Vi， …， ％ 是线性 无关的 .反 
之 ，如果 向量组 A ，•••，％ 线性 无关， 则矩阵 （七） 的 秩为户 •这说 
明 总有一 个上述 P 阶 行列式 不为零 ，所以 : Vi  A … Ah 參 0. 

推论 2 设: yi ，… ，: yn 是 V 的另一 组基底 ，并且 

n 

yi  =  1  =  1， …， … 

i  =  i 

则有 

: yi 八… f\  yn  =  det(a")ei 八…八 
其中 det(ay  )^0 表 示矩阵 (〜 ) 的行列 式. 

附记 ：如果 detU〃）>0, 则 我们说 V 的两 组基底 U， …， U 和 

{3^1 ，…， ％} 的定 向是相 问的. 

实例： 仍设 V 是 3 维实向 量空间 ，: V"  %， ％ 是 V 的 另一组 
基 ，并且 

yi  =  2 i  =  l，2,3， 


于是有 

yi  /\  y 2  = 


(<2li  必1 

+  ai2e2 

~h  ^13^3  ) 

A 

(^21  e\ 

an 

ai2 

e\ 

A  ^2  + 

ai2 

a2i 

^22 

^22 

^23 

ai3 

an 

ez 

A  ei , 

<223 

<^21 

+  <222打2 十  ^23^3  ) 

e2  A  ^3  + 
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: yi  A  ^2  A  ^3  =  (an  ex  +a12  e2+al3  e3  )  A  (a21  ex  +a22e2  +  a23  e3)  /\ 
(a3iq  +  a32  e2 十  a33e3) 
an  o.\2  ai3 

= a21  a22  a23  ex  A  e2  A  e3. 

^31  <^32  ^33 

如果 det(a, >)>()， 则线 性变换 ％  =  ^aijejU  =  1,2,3) 保 持基底 

>=i 

Ql ，e3 } 和 {% ，3；2 ，3；3 } 的定向 • 

1.2 外微 分形式 

在上一 小节中 ，如 果把向 量空间 V 的系 数域 R 换成带 单位元 
素的 交换环 K， 则 V 称为环 K 上的模 （module). 类似于 上一小 
节 ，从环 K 上的模 V 我们 可以作 出另外 一个模 g(\0, 并且 可以类 
似地在 这个模 中引进 外乘. 

设 K 是 定义在 R” 的 某开集 17 上 的全体 C°°- 函数 © 所构成 
的环. 再设 Rw 中的 坐标是 （x1, …，: cn)， 系 数属于 LT 上的 C°°- 
函数环 K， 以 （dr1 ， …， dr") 为基底 的模为 V， 然后作 K 上的模 

G ⑺ = V0 ㊉ V1 ㊉…㊉ V” ， 

其中 

V0  =  K,  V1  =  V,  Vn^K. 

W/)  =  l， …， n) 中的元 素可以 表示成 

2  〜广, (x1 ， …， xOdr1、 A  … A  djo{p  , 

它 们称为 " 上的 p 次外 形式. 特 别地， 中的 元素的 具体表 
达式是 


① C°°- 函 数是在 C/ 上存在 任何阶 的连续 傳导数 的函数 
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co  =  ^g, (x1 ，…， Wx*  =  ax  (x1 ，…， :^以工1  +  … + 

«  =  1 

以工1 ， … ，: cn)drn ， 

它 们称为 卩上的 1 次形式 ，又 称为 L/ 上的 普法夫 （Pfaff) 形式. 

例 （1)  /2  =  1 的情形 •设 R 中的 坐标为 X， 则 
0 次 形式是 co0=fU), 

1  次 形式是  coi  =<p(x)dx. 

(2)  n  =  2 的 情形. 设 R2 中的 坐标是 (: c，3；)， 则 

0 次 形式是 a)o=fdx,y) , 

1  次 形式是  coi  =P(jc,y)dx~\-QCx9y>)dy, 

2 次 形式是 0)2  =<p(x  9 y)dx  A  dy. 

(3)  «  =  3 的 情形. 设 R3 中的 坐标是 (: r ，> z)， 则 
0 次 形式是  a)o=fCjo9y9z) , 

1  次 形式是  a;]  ，：y，2：)dr+Q(:c ，：y，z)d：y+ 

R(x  9  y  9z)dz9 

2 次 形式是 o)2  =  P (x ,  y  9  z) dy  A  d2：+ 

Q(jo,y9z)dz  A  dx+ 

R(x , y  9z)dx  A 

3 次 形式是 o>3  =9(0： ，3；，2：)dr  A  dy  八  dz. 

设 U 是 Rw 中一 开集， 每一个 [/上 的普法 夫形式 

n 

co  =  a,dx!  =  aidx1  +  a2dx2  +  ••-  +  anAxn 
1  =  1 

对应于 U 上一 向量场 £1  =  (^ ，a2，〜，a„). 给 出一组 普法夫 形式， 
如果 它所对 应的向 量场在 [/ 的每 一点处 是线性 无关的 ，则 称这组 
普法夫 形式是 线性无 关的. 

命题 3( 嘉当 （Cartan) 引理） 给岀 U 上/ > 个线 性无关 的普法 
夫形式 /:，/2, …， 如 果另有 [/上 /> 个普法 夫形式 
gl，g2, … ，心 ，使得 

f\  A  g\+  f2  A  尽2  +  … +  /p  A  心 =  0 ， 
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则存在 [/ 上的 C°°- 函 数组％  (2，）=  1 ，… ，/ >) 使得下 列关系 式成立 

P 

Si  =  X)  aafj， i  =  1 ， …， /> ， 

j  =  l 

并且 

aa  —  ^ji» 

证明 我们 可以在 1/ 上逐点 证明此 命题. 对于 LT 上 一固定 
点来说 ，当 p  =  n 时 ，由于 力 ，•••，/„ 线性 无关， 因此可 以选作 V 的 
基底， 这时有 


但 是因为 


所以 


Si  =  y^j  diif  I ， i  =  1 ， …， w. 

卜 l 

n 

f  i  A  5*1  =  0 , 

t  =  l 

n 

A  />  =  0, 

«,>=! 


由于 /:  A/,=0,  /,  A/,  =  -/,  A/t, 所以 

X)  ^aij  ~  A  fj  =  0. 

l<f<Xn 

但是 f i 八 f j  (Ki<j <n) 是 V2 的基底 ，因 此线 性无关 ，所以 

aa  —  a 力 =  0，D  =  1 ， …， 72， 

即 

aij  =  0,ji  9  iyj  =  1 ，•••，”• 

当 / ><” 时 ，由于 力 ，…， /p 线性 无关， 我们可 以补充 夕 个 
普法 夫形式 /p+1 ，…， /”， 使得 力 ，…， /„ 构成 V 的一组 基底. 于是 
有 


再设 

St^-\  — 
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Si  =  X)  au  f  ”  ^  =  1 ， …， A 
>  =1 

Sn  =  0,  aij  =  0 ， f  =  />  +  1 ， …， w ;  )  =  1 ， …， w ， 


于是有 


gi  =  Yj  avfj » 
)=1 


并且 

n 

p 

根据/ >= 

X)/*  A  g-i  =  X)/*  A  gi 

i=i  i=i 

n 时 的讨论 

=  0. 

并且 

但是 

gi  = 

n 

=  2a*>/>9  1  = 】， … 
i  =  l 

a*>‘  =  ap9 

，P， 

所以 

a  计 l" = 

… = antj  =  Oy  j  = 

1 ， … ，n， 

因此 

dj,p^\  = 

… = ajt„  =0,7  = 

1 ， …， w. 

其中 

gi  = 

=  1  = 仫 … 

>  =1 

，P， 

ciij  =  aji ,  i，j  =  1 ， •“ ，/ >• 

推论 给 出两个 U 上 的普法 夫形式 / 和 心 如果 f/\g  =  09 
则存在 U 上的 C00- 函数 a 使得 g  =af. 

现在我 们在外 形式模 G(V) 中引进 一种微 分运算 ，称 为外微 
分. 引进 了外微 分以后 ，模 GOO 的元 素称为 U 上的 外微分 形式， 
V， 中的元 素称为 p 次外微 分形式 ，以后 简称为 />_ 形式. 

定义 外 微分是 一映射 

d：  W  — V 汁 S 

它 的定义 如下： 设 叫6\^， 

(Op  =  2  a,、"、 （工1 ， …， orOdr11  八…八  dr:， ， 
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我 们规定 

dcop 


da:?.” •八  dr*1  八…八  dx'p 

X)  土)  ~dx'  tp  djoi  A  心1  八 


1^*! 〈… <ip《n 


A  dxlp  , 


显然 dc^Gv^1. 从此 定义可 以直接 看出： 如果 wev°， 则外 微分 
就 是普通 微分； 如果 则 do>=0, 因为 dxl •八 dxl  =0. 

我 们再把 以上外 微分运 算的定 义扩充 到整个 G(\0 上. 

定义 设 o^G(V)， 并且 


规定 


(O  =  0)0  +  Q)\  ~\ - ho>„  9(Op  6  vp  , 

do>  =  do>0  +  dcoi  +  ••-  +  dco„. 


例 

(1)  考虑 72=1 的情形 • 

wo  =  fix) ,  d^o  —  fix)  Ax. 

=  <pdx)dx9  dwi  =  <p\x)dx  A  dx  =  0. 

(2)  考虑 n  =  2 的 情形. 

^0  =  f(.J09y)  ,  do；0  =  |^dx  +  > 

出 i  =  PCjo  j  y)dx  +  Q(jc  9  y)dy , 

dcUl=  (lldj：  +  lfd^)A  dx+(|fd^  +  |fd3-)A  dy 

=  (lf-g)  一 

(02  =  (pixyy)dx  A  dy9  dco2  =  0. 

(3)  考虑 n  =  3 的情形 • 

coo  =  f(JC，y，z)， 

cU=  gdx  +  l^  +  l^dz. 

o>i  =  P(xyy9z)dx  +  Q(x9yjz)dy  +  R(x,y,z)dz9 
194  • 


da)i=  i^dx+d^dy+d£dz)^  dx+ 
(!?«—+ 
(l^+l^+f，dz 


(If  _l?)d^ A  d2+(lf_lf)dz  A  dx+ 


jdx  A  dy. 

co2  =  P(j：9y9z)dy  A  dz  +  QCx9y9z)dz  A  dx  + 
R(x9y,z)dx  A  dy, 


(9Q_d]P 
\  dx  dy 


‘2=  (ffdX  +  lfd3，+  lfd^)  A  A  dz  + 

(l?dx  +  lfd3，+  l?d2)A  Az  A  dx  + 

A  dx  A  dy 


(IMM! 


)dr  八  d：y  八  dz. 


co3  =  <p(xjy,z)dx  A  dy  /\  dz,  dco3  =  0. 

定理 设 GSR” 中一 /> 维区域 （l</><W)，aG 是 G 的 边缘， 
具有 G 诱导 的定向 ，⑴是 G 上的 （/>  —  1)- 形式 ，则 下列公 式成立 


CO  =  did)  9 
J  3G  J  G 

这个公 式通常 称为斯 托克斯 (Stokes) 公式. 

我们 不打算 在这里 证明此 定理， 因为它 已超出 了微分 几何这 
门课程 的范围 ，有兴 趣的读 者可以 査阅多 元微积 分的书 （例 如， 
C.  Goffman 著 ，史济 怀等译 《多 元微 积分》 ，人民 教育出 版社， 1978 
年岀 版）. 不 过我们 要指出 ，当 n  =  2 或 3 时， 普通微 积分教 程中已 
经证 明斯托 克斯公 式是成 立的. 
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w==2 时 ，设/ >  =  2，G 是平面 R2 上一 区域， aG 是 它的边 缘闭曲 
线 ，再设 a> 是 1  -形式 

w  =  P(x 9 y)dx  Q(,x9y)dy9 
/9Q  dP\  , 

dco=  \d^c~d^)dx  A  dy- 
这时斯 托克斯 公式为 

LcP('r，：y)dx  +  Q('r,;y)d：v  =  |G(|?— )d:c  A 

这就是 我们所 熟悉的 平面上 的格林 (Green) 公式. 

w  =  3 时 ，设 户 =  2, 则 G 是空间 R3 中的曲 面域， 3G 是 它的边 
缘 （空 间） 闭 曲线. 再设 是 1 -形式 

cw=  P(x9y9z)dx  +  Q(jo9y,z)dy  +  R(x9y,z)dz, 

dc°=  A  dz+(lf- lf)d“  心  + 


(If 


g) 


dx  A  dy. 


这时 ，斯 托克斯 公式为 


Pdx  Qd^+  = 。 ( ■  —  /\  dz~\~ 


(ll 


dR 


]dz  A  dx+(l?~lf)d*r  A 


这就是 我们在 微积分 教程中 所见到 的斯托 克斯公 式. 

如果 / >=3, 则 G 是空间 R3 中一 区域， aG 是它的 边缘闭 曲面. 
⑴是 2  -形式 


a)  =P(xjy,z)dy  A  dz Q(x 9 y  9z)dz  A  dr  + 

R(jo9y9z)dx  A  dy 9 

j  _  (dP  i  3Q  .  9R\  ,  t 
dco=  \d^  +  d^  +  J^)dx  A  A  dz. 

这时 ，斯 托克斯 公式为 

八  dz  +  Qdz  A  djc  +  Rdx  A 
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f  /£P,?Q  +  ^ 

]G\dx  9y^  9z 


^jdx  A  dy  A  dz, 


这就是 微积分 教程中 的高斯 公式. 

附记： 再考 虑一下 的情形 （如图 3-1)， 这时 />  =  1，G 是 
实数轴 R 上一 区间 [a，6]，r?G 是它 的端点 《 和 6, 不过要 加上定 
向， 6 端的外 法向是 正的， a 端的外 法向是 负的. w 是 0  -形式 ，即函 
数 /Or) ， 这时斯 托克斯 公式为 

|  d/(x)  =  f(b)  —  /(a) ， 

这就 是微积 分基本 定理. 因此 斯托克 斯公式 可以看 成是一 维的微 
积 分基本 定理在 高维空 间中的 推广. 


a  b 


图 3-1 


最后我 们再证 明两个 外微分 公式. 

命题 4  ( Poincare 引理） 设 w  6  G(  V) ， 则 
ddco  =  0. 

证明 根据 外微分 的定义 ，只 须考虑 w 是 W 的单项 式的情 
形 .设 

co=  ,•••  ,xn)dxil  A  A  drl々 ， 

^  Cl  i  ...  i  . 

dco^  ^  i  Ldxl  A  dr*1  八…八  dxV ， 

t=i 

n  a2 a. .... 

d(dco)=  D  jX  lp{  dxj  八  dxl •八 八…八  Ax{p 

t,>=i 

V  dxjdxl  dxidxi  ) 
dxJ  A  A  dr*i  八…八  dxlp  , 

因为 

^2<2ll  ...ip  _  aix-ip 

dxjdx{  —  dxldx}  ’ 
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所以 


dda>  =  0. 

命题 5 设  dev\m 

d (⑴  A  ^)  =  da>  A  ^  +  ( —  l)pco  A  d^. 

证明 根据 外微分 的定义 ，只 须考虑 cw 和 0 是单项 式的情 
形 ，设 

co=  aCx1  ,•••  9xn)dx^  A  A  dr1， ， 

汐 = Wx1 ， …， x”）drjl  A  …八  dr)9 ， 

则 

Aio) M、 =  Aiabdx^  A  —  A  Ax1p  A  dxj^  八…八  Ar々 ） 

= d(ab)  A  dz^ 八…八 dx{p  A  drJl 八…八 Ar々 
= (da  A  dr*1  八…八  dxlp  )  A  八…八  dr^  )  + 
cidb  A  dr!i 八…八 Ax1p  A  dr^ 八…八 Ar々 
= (da  八  dr*1  /\  …八  dxlp  )  A  (Mx71  八…八  )  + 

(一  DVadx1! 八…八  djcV  )  A 

(d6  A  dr。 /\  … A  dxji  ) 

= dco  A  d  +  C—  l)pco  A  d(9. 

实例： 设 "  =  3，R3 的 坐标是 （xadha; 和 0 是 R3 中 某开集 
U 上 的普法 夫形式 


ct>=  P(jc,y,z)dx  +  Qix9y9z)dy  +  R(x9y9z)dz9 
d—  a{x y y  y  z) dx  -\-  b{x ^ y  y  z)  Ay  -\-  c{x ,y 


dco=  (If -If  卜  A  dz^(] 


dz  A  + 


V  3  JO  dy  ) 


dx  A  dy. 


d(dco) = 


lAl 

(dR 

㊈、 

)+$ 

fdP 

_^R\ 

dz  > 

{  dz 

dx) 

_^/£Q_aP\ 

dz  \  dx  dy  ) 


Ax  /\  dy  f\  dz  =  0. 
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Ad=  {¥y~fzYy  A  dz+(k~t)dz  A  dx  + 

g)dx  A  办， 

co  A  0=  CQo  —  Rb)dy  A  dz  +  (Ra  —  Pc) dz  A  dr  + 
(Pb  —  Qa)dx  A  dy  9 

dU  A  W=  ^(Qo-Rb)  +  j-(Ra  -  Pc) + 

去 (P 心一  Qa) 卜: c  /\  dy  /\  dz 

=Aih?)《- i)+ 

CL  八一_ 

R{^c~%))Ax  A  dy  A  dz 

= Aco  f\  d  —  co  /\  dd. 

1.  3  弗罗贝 尼乌斯 （Frobenius) 定理 


考虑 R3 中 的一个 普法夫 （Pfaff) 方程 

co=  P (jo  9 y  9  z) dx~\~ QCx 9 y  9  z) dy~h R(x  9 y  9 z) dz= 0 , 

根据 一阶偏 微分方 程理论 （可 参阅 微分方 程教程 ，例如 ，艾 利斯哥 
尔兹著 ，南开 大学数 学系译 ，崔 士英校 《微分 方程》 （人 民教 育岀版 
社） 第六章 §  3) ， 如 果它满 足下列 完全可 积条件 

噹 -!?)+<-_)+ 喷 -g)=。， （” 

则存在 R3 中 的曲面 

f(xyy,z) = 常数， 

使得 d/=0 与普法 夫方程 w=0 是 等价的 ，即 
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=  A  (x  y  y  y  z)cOy 

这曲 面称为 普法夫 方程⑴ =  0 的积分 曲面. 显然， 过空间 R3 中一 
点 O。 ，> ，: ^) ， 只存在 惟一积 分曲面 

f{x,y,z)  =  /(j：o  9y0 ，zQ). 

现在 我们要 把普法 夫方程 o>  =  0 的完 全可积 条件改 换一个 形式. 

dw  =  (lf_l?)d^  A  da:+(lf-|f)dz  A  dx  + 

(If-lf)  一， 

设及关 0, 则 

ds：  =  Ct)~  Pdj：  —  Qdy 
R 

所以 


: (迖一 
\3y 

dQ 
dz  , 

^jdy  A 

— Pdx 
R 

— | 

(d-P- 

\dz 

9R\ 

([ 

Pdx 

R 

— Qdy 

) A  dr  + 

(^9- 

V  dx 

%) 

dx  A 

dy 

「1  (dR 

[r{^~ 

1  (dR 
R[d^ 

~f>] 

去 w 

SR 

$■ 

-f) 

+  Q 

(d-l- 

\dz 

e)+ 

尺 (e- 

dF 

—石 

’) 卜 

A  dy. 

因此条 件（ *  ) 等价于 存在一 个普法 夫形式 0 使得 

dco  =  6  A  co  9 

这个等 价条件 就叫做 普法夫 形式⑴ 的 弗罗贝 尼乌斯 条件. 
反之 ，如 果普法 夫形式 

co  =  P(x  9  y  9z)dx  +  Q(x9y9z)dy  +  R(x9y9z)dz 
满 足弗罗 贝尼乌 斯条件 
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Act)  =  d  (Oy 

其中 0 是 另外一 个普法 夫形式 

汐 = a(jo9y9z)dx  +  b(x9y9z)dy  +  c(x9y9z)dz9 

则有 

心 = (lf~l?)d^Adz +  (謠-ff  卜八如 + 

(g- g—， 

d  A  co=  (bR  —  cQ )d^  A  dz  +  (cP  —  aR)dz  八  dr  + 
(aQ  —  bP)dx  A  d^. 

根据 弗罗贝 尼乌斯 条件， 我们有 


dR 

_^QZ 

dz 

= bR 

- cQ，g 

dz 

-爭 = cP-aR， 

dx 

dQ 

doc 

dP 

= aQ 

—  bP， 

j 

r 

所以 

噹- 

dQ) 
dz  ) 

M 

fdP_dR\ 
、 dz  dx  ) 

因此 ，普法 夫方程 cw  = 

=0 完全 可积. 

根据以 上分析 ，我们 可以得 出以下 结论： 如果 普法夫 形式⑴ 
满足 弗罗贝 尼乌斯 条件， 则普法 夫方程 co  =  0 是 完全可 积的. 

附记： 设尺 Cr，：y，z) 关 0, 把普法 夫方程 w=0 改 写成它 的等价 

形式 

^  = —晷  dsc  一餐  dy, 

它等价 于一阶 偏微分 方程组 

dz  — —  JP  dz  __  Q 
d~y  =  一歹. 

如果 此方程 组有解 ，设它 的解是 

z  =  z(x9y9C). 


因为 
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所以 


因而 


d2  z  _  dZ  z 
dxdy  dydx 


R2 


dR  dz\ 
dz  dx  ) 


(lf  + 


dP  dz 
dz 


R2 


再把 If =_f 和 If =_f 代人 上式， 化简后 立即得 到普法 夫方程 

w  =  0 的 完全可 积条件 （ *  )• 因此 ，普法 夫方程 co  =  0 的完 全可积 
条件 （ *  ) 就等价 于一阶 偏微分 方程组 

dz  —  P  dz  Q 

dx  R  dy  R 

的 完全可 积条件 

d2z  =  d2z 
dxdy  dydx’ 

或 

£(-§)= 

现在 我们把 上述例 子推广 到高维 空间， 以下我 们假定 

iyj  =  k，l，m，q  =  1， …， p  (/)  <  w). 

设 中的 坐标是 （x1, …，: r”，y ， …， y), 考虑 定义在 R”+， 中某 
开集 U 上的 p 个线 性无关 的普法 夫形式 
o/Cx1 ， …， xn ，y ， … ，〆） 

n  p 

= 工, +  ^<P^k(jOyy)dyk ,  l  =  1， …， p， 

*=i  是 =i 
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它们 确定了  U 上的 普法夫 方程组 

a/  =  0，  I  =  1,  •••,/). 

实例： 当 w  =  2,  p  =  l, 则 我们得 到上面 例子中 的普法 夫方程 

a>  =  0. 

如 果存在 [/ 中某 rz 维曲面 S 

y  =■  y (工 1 ， … ，工 n) ， 々 = i ， … ，夕 

使 得我们 把上述 方程中 的函数 /(X1， …, X”） 代 入普法 夫形式 a/ 
(Z=l, …， /0 以后， o/e0, 即 

+  )  (  X)  )  =  °» 

则曲面 S 就称为 普法夫 方程组 a/  =  OU=l，" •，/ >) 的积分 曲面， S 
的方 程称为 普法夫 方程组 的解. 如果过 U 中任 一点 只存在 惟一的 
积分 曲面， 则称普 法夫方 程组是 完全可 积的. 下面 我们将 要给岀 
普法夫 方程组 a/  =  OU  =  l， …， />) 是完 全可积 的必要 和充分 条件. 
设另 有一组 U 上 的普法 夫形式 

p 

7T1  =  ^alk(x,y)cok  9  I  =  1， …， p， 

*=i 

其中 detUi) 关 0, 则 我们说 普法夫 方程组 

7TZ  =  0， I  =  1， …， p 

与 给定的 普法夫 方程组 a/=OG  =  l， …， />) 是等价 的. 

定义 1/ 上 的普法 夫形式 a/U=l， …， /0, 如 果存在 U 上的 
普法 夫形式 /((々，/  =  1， …， />) 使得 

da/  =  Yjfk  八  a/ ， Z  =  1 ， …， /> ， 

是 =i 

则称 a/«=l， …， />) 是满足 弗罗贝 尼乌斯 条件的 • 

命题 6 如果 普法夫 方程组 a/=0( 卜 1， …， /0 和普法 夫方程 
组 ^  =0(7=1， …， />) 是 等价的 ，则其 中一组 普法夫 形式满 足弗罗 
贝尼乌 斯条件 时另一 组也满 足此条 件. 

证明 设普法 夫形式 a/U=l， …， />) 满足弗 罗贝尼 乌斯条 
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件 ，则存 在普法 夫形式 /iu，z=l， …， /)) 使得 

P 

do/  =  fi  八 o/ ， Z  =  1， …， />• 

是 =i 

现在 普法夫 方程组 /  =  0(^  =  1， …， />) 与 普法夫 方程组 ^  =  0(/  = 
1， …， />) 等价 ，即存 在函数 d 使得 

p  ^ 

~  o!k(Xik  9  Z  =  1， …， /)， 

4  =  1 

其中  det(ai)^0, 

dV  =  dalk  !\  cok  ~\~  alkdcok 

k=\  *=i 

=  2  (da9  +  2a*/5)  A  coq. 

9=1  *=1 

从等式 Y  =  ^alkcvk 反解出 

A=*l 

p 

CO1  =  blk7Zk  9  l  =  1， …， p， 

k=l 

其中 (鉍 ）=  Ui)1, 于是有 

d/  =  X)  ^(da1,  +  ^]alkfkq  )  A  7rm  , 

g,m=l  *  =  1 

因此存 在普法 夫形式 

flm  =  ^bqm  (dalq  +  X)a*/0 

9=1  *=1 

使 得普法 夫形式 7^0=1， …， /O 也满 足弗罗 贝尼乌 斯条件 

P  〜 

=  ^]/L  A  TT'  /  =  1， …， />• 

m  =  1 

根据这 个命题 ，当 我们想 解一个 普法夫 方程组 

n  p 

=  y^JjJjliCj0  9y)dxt  +  y^AlM^Xyy)dyk  =  0,  Z  =  1 ， …， /> 

i=i  *=i 

的时候 ，可 以先 找岀一 个与它 等价的 而且形 式上简 单一些 的普法 
夫 方程组 ¥=()， 然 后去解 后者. 由 于普法 夫形式 a/(Z=l ，•••，/)) 
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是线性 无关的 ，所 以矩阵 （以 ）（^=1， …， 夕； 《;  =  1， …， w  +  />) 的秩为 
户， 因此不 妨假定 det (成 +*)关0(々，/  =  1, …， /?)• 这时 ，我们 可以从 
普法夫 方程组 o/=0(Z=l ， …， />) 解出 

n 

V  =  ^<pUjOjy)dx{ ,  I  =  1 ，••,/>• 

t  =  l 

因此 普法夫 方程组 o/  =  0(Z==  1 ， … ，/ >) 等价于 

n 

7zl  =  —  yyyj<pUx,y)dxi  =  0， Z  =  1， …， />• 

a  =  l 

现在 ，我 们来计 算普法 夫形式 ¥(7=1, …， />) 的弗 罗贝 尼乌斯 条件， 

=  day  -  x：  ^  -±±  May  a  dxs 

“>=i  i=i  k=i 

因为 

n 

dy  =  ^  tp'idx1 ， Z  =  1 ， …， /> ， 

所以  11 

如 =- S  A  d^-±±d^  A  心一 

“)=1  dx  ，- =i  jk  =  i  oy 

tt  A  & 

i,j=l  k=i  oy 

^J~^  +  dS)dxJ  A  dx'  + 

.<§<!§ (~iy^+iy^)]dx7  A  dx，* 

这说明 ，要 使普法 夫形式 / 满 足弗罗 贝尼乌 斯条件 ，即存 在普法 
夫形式 使得 

P  〜 

=  Ulk  A  Kk ,  I  =  1， …， />， 
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必要和 充分的 条件是 


9^ 


H 

dx{ 


'yj 


1,. 


，w. 


这 是普法 夫形式 V 的 弗罗贝 尼乌斯 条件的 另外一 种表示 形式. 

现 在我们 来证明 普法夫 方程组 或一阶 偏微分 方程组 的基本 
定理. 


定理 （Frobenius) 设  Rw+P  的 坐标是  jc1 ， …， x” ，y ， …， y ， LT 
是 Rn+P 中一 开集 …， 是 [/ 上 /> 个普法 夫形式 ，则 普法 
夫 方程组 


n  p 

=  ^l(pli(jOjy)djot  +  y^j(l)i^k^jy)dyk  =  0， Z  =  1， …， /)， 

i = 1  k=\ 

其中 det (成 关 0, 完全可 积的必 要和充 分条件 是普法 夫形式 W 


(Z=l， …， /0 满足 弗罗贝 尼乌斯 条件. 

证明 必 要性： 根 据命题 6 后面 的分析 ，我们 知道可 以不直 
接去解 普法夫 方程组 o/  =  0(Z=l， …， />)， 而 是解与 它等价 的普法 
夫 方程组 

n 

7Tl  =  Ay1  —  y^J<pli(xjy)dxi  =  0， Z  =  1， … ，户， 

i  =  l 

后者 又等价 于一阶 偏微分 方程组 


= <pliCx9y)  ,  i  =  1  ,•••  9n;  l  =  1 ,  — 


如果 普法夫 方程组 W=0(Z=1， …， />) 完 全可积 ，则 上述一 阶偏微 
分 方程组 也完全 可积. 设积分 曲面的 方程是 

yl  =  yo1 ，…， 工”）， Z  =  1， …， />， 

因此 


d2yl  d2yl 

尸 卜.，"； Z  =  i， … ，户 • 


因为 


dxl 


= <pli(x9y)  ,  i  =  1， …， w; 


I  =  1，.”，/), 
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所以 


m 与 +綠， 

“  j  =  1， …， W;  Z  =  1  ,••• ,/), 

这就 是普法 夫形式 ¥(/=1，”..，/>)的弗罗贝尼乌斯条件. 根据命 
题 6, 普法 夫形式 J(z=l， …， />) 也满足 弗罗贝 尼乌斯 条件. 

充 分性： 用 归纳法 证明. 

先设 n=l. 普法夫 方程组 o/  =  0(7=l， …， /)) 等价于 

兀1  三  dy  —  ^(x，y ，…， y)dr  =  0,1  =  1, …， p. 

对于这 种情形 ，弗 罗贝 尼乌斯 条件不 起作用 •因为 

dnl  =  ddy  —  A  dx  —  ~^rdyk  A  dx 

k  =  i  3yk 

=— D  ~\~<pkdx)  A  dx 

k=i  3yk 


所 以普法 夫形式 7TZ  — 定满足 弗罗贝 尼乌斯 条件. 

普法夫 方程组 V=o(/=i， …， /0 等价于 常微分 方程组 

盖 =  9^(j：，y ， …， y ) ， z  =  1， …， />• 


根 据常微 分方程 组解的 存在惟 一定理 ，给 出初始 条件： 
oc  =  Xq  时， y  =  yl) ， I  =  1 ， …， /> ， 

上 述常微 分方程 组存在 惟一解 

y  =  y  (工） ， i  =  1, …，/ >• 

设 定理在 n  =  r 时成立 ，下 面要证 明：当 n  =  r+l 时 定理也 
成立. 

给出 普法夫 方程组 

r+1 

^1=  Dwg1 ，•••，〆 ，：r+1 ，y ，…， y)dri  + 

i=i 


•  207  • 


X) (jo1  »--»xr,xr+1  ,y ，…， y)dy  =  o,  /  =  1， …， />• 

*=i 

假 定普法 夫形式 o/U=l， …， />) 满足 弗罗贝 尼乌斯 条件： 
dev1  =  XI  /i  A  cok  9  /  =  1 ， …， /?• 

A  =  1 

令 col=col  |/+1=4+1  (Z=l ， …， p) ， 于是得 普法夫 方程组 

r 

(ol=  ，… ，: cr ，工5+1 ，y  , … > yp ) dxi  + 

i=l 

p 

，…， / ，x5+1 ，y ，— )dy  =  0,  i  =  1， …， />• 

*=1 

从普法 夫形式 o/U=l， …， />) 的弗罗 贝尼乌 斯条件 ，我们 可以得 
到普法 夫形式 …， />) 的弗罗 贝尼乌 斯条件 

P  ^ 

dco1  =  y^jfk  A  c?*,>  /  =f  1， …，/ >， 

t  =  1 

其中 根据归 纳假设 ，普 法夫方 程组以 =0G=1， …， 
户) 完 全可积 ，即 给岀初 始条件 

X1  =  Xq  (z  =  1， …， r) 时， y  =  yoik  =  1， …， />) 

存在 惟一积 分曲面 

flCxl ，― ，xr ，工 5+1 ，y ， … ，y  )  =  7z(xJ  ,•••  ,xro  ,xj+1 ，: yj ， … ，yS) ， 

l  =  ]■，•••，/?， 

即存 在函数 hu1, …， •rsw+sy , …， y)(z=i， …， />) 使得 
dfiixi ，- ••,xr,xs+1  >y ，•••，〆） 

= y^AjCx1 ，- ••,xr,x5+1  ,y ，- •-  9yp)cok ,  Z  =  1， … ，户. 

是 =i 

把上 式中的 x0r+1 改回成 /+1 ， 命 

,-,y> 

= J'oc1 ，…， xr ,工5+1 ，y ，…， yfi)  U;+1-xr+1  > 

Ai (x1 ，… ，: rr ，工 r+1 ，y ，…， yfi) 
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== Tic：*：1 ， … ，xr ，: c;.1 ，y ， … ,yp)  , 

(^l  =  col  \  xj+1-xr+1  +  (/i+i  (x，3；)dxr+1  , 

所以 


d/CxV.w'y 

，…， y*) 

d/'j：1 ， … ,xr  jXo^1  9y] 

，… ，y )  1  x；+i^+i  +  j^Axr+i 

p  〜 

Kx1 ,  •••,xr,jc；+1  , 

*  =  1 

'y ， ••• ，y ) 丨 :;+1  - /+1  •  y  丨 々I  一，+1  + 

V  dr- 

dxr+l  X 

^IaKx1 ，…， xr+1 ，y ， 

是 =i 

… yyp>)\_c*)k  —  (pkr+i  (x,y)dxr+l2  + 

dfl  dx-1 
dxr+1  - 

因此 普法夫 方程组 o/=0(Z  =  l, …， />) 等价于 普法夫 方程组 

兀1  三  d/G1 ， …， /十1 ，y ， …， y)  —  ^^_dxr+1  + 

dx  ^ 

p 

， …，〆 +1 ，: y1 ，… ，：/)0;+1(0：，3；)(1^+1  =  0. 

*  =  1 

现在 我们作 Rn^ 中的坐 标变换 ，令 

Xi=X{  y 

yk=  fkixl ，…， xr+1 ，: y1 ， …， 〆） ，是 =1, …， />• 

注意， 

d?’  = 

m  =  1 

^  7i  p  〜〜 

3 汐 k  =  >  >  A  ，々，/  =  1〆"，^)， 


所以 
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因为 det (成 ^)#0, 所以 


det(fy)^°- 

因此根 据隐函 数定理 ，总可 以解出 

yk=(pk(^xl ，…， xr+1 ，夕1 ，…， 5^)，々  =  l，--.，/>. 

这时 普法夫 方程组 7^=0  U  =  l， …， />) 变成 
pEdy— fo1 ， … ，: cr+1 ，歹1 ， … ，5^)dxr+1  =  0，Z  =  1 ， …， />， 
其中 


ru1 ， …，: cr+i 


，夕 1 ， …， 夕々） = ^+1  \_xl ，--  9xr+1 ，^1  (x,y)  >•••  > 


<pp  2  A*  [x1 •  ,xr+1 ，史 UxJ)， …，〆 (x，50]* 

是 =i 

(pkr+l  \_xl  ,•••  9xr+l  ,<pl  (x， jO ， … ，9/(x，50] ， 

普法 夫形式 P 应满足 弗罗贝 尼乌斯 条件. 

dir1  =  ddyi%  f^dx,  A  dx^"1  —  八  dxr+1  , 

而 d5^=P+Pdx 出 ，所以 

df  =— 坌 装 dx， 八  d/+1  +  2 矣 d/+1  八  P ， 

l  =  !■，••• ，p- 

如 果普法 夫形式 P«  =  l， …， />) 满 足弗罗 贝尼乌 斯条件 


d；?’  =  2/*  /\  7Tk  j  I  =  1， …， /?， 


则 必须有 


—-{  =  0,£  =  1， …， r;Z  =  1， … ，户， 
dx 

即 P 只是 ，+1， 歹 V”，j^ 的 函数. 所以 普法夫 方程组 7?/=0  “  = 
1， …， P) 应写成 

jfl  =  dy1  —  Az(xr+1 ，^1 ，…， 5^)cLrr+1  =  0，Z  =  1， … ，户. 
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它实际 上就是 常微分 方程组 

=  A  ，^1  » —  yyP)  yl  =  1， …， 户， 

给岀 初始条 件:/ +  1=W  +  1 时， 

yl  =  /(ij ，••• ，工5 ，工 5+1 ，yi ， …， yD ，l  =  1 ， …， /?， 

方程 组存在 惟一解 

yl  =  fix1 ，--  9Xr  yJOr+1 ，: y1 ， …， y)  =  <pl(xr+1)  y  I  =  1， …， /)• 
再从这 组方程 中解出 y， …， y， 我们 就得到 满足初 始条件 的积分 
曲面 的方程 

y  =  y  (x1 ,  •••  ,xr  ,xr+i) ，/  =  l, •••,/>. 

定理 证毕. 

推论 给 出一阶 偏微分 方程组 
dyl  . 

— - = (DiKXyy)  yi  =  1  ,•••  ,n；Z  =  1， …， 户， 
dxl 

如 果它满 足条件 

d(pli  ,  d(pli  k  _  I  V  d(Pli  k 

i，j  =  1  ,•••  9n；l  =  1 ，•••，/>， 

则 这方程 组完全 可积. 

证明 这 个一阶 偏微分 方程组 等价于 普法夫 方程组 

n 

re1  =  dy~—  y^pJ(pli(^x,y)Axi  =  0，Z  =  1 ，••• ，夕， 

1  =  1 

推论 中的条 件相当 于普法 夫形式 VU  =  1, …， /0 的 弗罗贝 尼乌斯 
条件. 根据上 述定理 ，普 法夫 方程组 7^=0(/=1， …， />) 完全 可积. 
实例： 解普法 夫方程 

co  =  P(x 9 y  yz)dx Q(x 9 y  9z)dy R(x 9 y  9z)dz  =  0, 

假定 它满足 弗罗贝 尼乌斯 条件. 

解 给 出初始 条件： 

当  x  =  x0 ，: y=3\) 时  yz=z0  9 
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命 CO=CO  I  y=：yo ，考 虑普法 夫方程 

co  =  P(x 9y0 ，z)dr+R(x ，3；0 ,2：)d2：  =  0 , 

此时〃  =1， 不用 弗罗贝 尼乌斯 条件. 它等价 于常微 分方程 

dz  =_  P(Xyy0  yz) 
dr  RCx,y0  9z) 

(如果 RCx,y0 ，: z) 三 0, 则这方 程变成 dr  =  0) ， 给 出初始 条件: 
当  x  =  *r。 时 9z=z0 , 

则这方 程存在 惟一解 


或 


z—  zQ=<p(a:，yQ 、 _ <pia：Q ，: yo ) ， 


/(x^o  9 z)=z— <p(x , y0)  =  z0  —  <p(x0  9y0). 

因 此存在 函数; ^工，3；。4)使得 

d/=A  (x,^o  9z)co. 

现 在把: y。 改回成 : y， 命 

A(x,jy,z)  =  A  (x，jy。 ，之） I : y。， ， 
f(x,y9z)  =  fCx,y0jz)  \  yo^y. 

注意 

co  =  a)  \  yQ^y  +  Qix ,  y ,  z)  Ay  ^ 

所以 

d/=  d/  I  +  d^Ay 

= A  (工， 3^0 ， 之 ) I  yQ-^y^  I  y0~*：y  + 

o  r 

= X(x,y,z)  \_co  —  Qix,y,z)dy'] + 

因 此普法 夫方程 c  =  0 等价 于普法 夫方程 


注意 


K=df—  ^dy  +  X(x9yyz)Q(jc9y,z)dy  =  0. 
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df  —  dj  \  d  , 

5  ^  1  =  之—〆 x ，: V))  =  1， 

根据 逆函数 定理， 局部上 可以从 

z=f(x9y9z)=z—^x9y) 

反解出 

z=ip(x,y9z)  9 

因 此普法 夫方程 ^-=0 变成 

;F=  dz-  ||^-A[o:，3/,0(x,y^)]Q[x,^,0(x，3；,£)]|d3； 

= dz  —  X  (jo9y9z)dy  =  0, 

其中 

X(x9y,z)  =  |^-A[x，3；,0(x，3；,£)]Q[j：,^,0(j：，3；,£)]. 

根 据命题 6 ， 由 于普法 夫形式 ⑴ 满足 弗罗贝 尼乌 斯条件 ，所以 
与它等 价的普 法夫方 程;?  =  0 也满 足弗罗 贝尼乌 斯条件 •因为 

d7?=  dd£  —  dA  A  =—  A  d：y  —  —dz  A  dv 

dx  dZ 

=— gdi  A  d3；  — -4(tt +Ad^)  A 

^  dz 

=~  A  dy  +  ^-dy  A  t?, 

丄  dz 

所 以普法 夫形式 的 弗罗贝 尼乌斯 条件是 

乂  n 

G  =  0， 

即函数 i" 与变量 x 无关 ，因 此普法 夫方程 ^=o 可以 改写成 

7T=d?— A  (: y，z )d：y=0，  • 

它等价 于常微 分方程 
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Az  〜 

g=A(3^〜)， 

给 出初始 条件： 

当 : y=：y。 时 ，z=z0_ 屮 （x0  9y0). 
这方 程存在 惟一解 

z  =z~<p(xjy)  =0(y)  9 

或 

z=<p(x  y y)  > 

这 就是过 (xQ，>， ％) 点 的积分 曲面的 方程. 


习  题 


1.  设 V 是; 2 维 实向量 空间， {q ，e2 ，…， } 是它的 一组基 ，命 A …八 
ep  (0</><n). 设 V 中 一向量 r 满足 *yAa  =  0. 求证 ：^是以 ，…， 的线性 
组合. 

2.  设 7是 《 维 实向量 空间， ，…， 〜 } 是它的 一组基 ，命 a=gl  Ae2+〜  + 

e2r-i  八〜 求证: ar  A  :•• 八0^0^+1  =0. 

3 . 设⑴ = D  a  ij  dxl  A  dx7 ,  +  a  a  =0, 求证： 


da> 


S 


(& 


)  cLr1  八  dx7  A  dxk. 


da  ‘ 


4. 寻 找一个 (w  —  1)— 形式 使用 


却= dr1 八 dr2 八…八 dr". 

5. 给 出普法 夫形式 a^FcLr+uc^  +  ack， 求证 它满足 弗罗贝 尼乌斯 
条件 ，并 求普法 夫方程 a>=0 的 通解. 


§2 活 动标架 


2.1 合同 变换群 

定义 R3 到自身 的映射 ，如 果它 保持距 离不变 ，则称 为空间 


•  214  • 


合同 变换. 

实例： R3 中的 平移， 旋转和 对某一 平面的 反射都 是合同 变换. 
根据这 个定义 ，由 于合 同变换 保持距 离不变 ，它 使三角 形变成 
与它全 等的三 角形， 因此也 保持角 度不变 ，于 是也保 持两向 量的内 
积 不变. 特别地 ，合同 变换把 两两正 交的单 位向量 变成两 两正交 
的单位 向量. 

下面我 们来推 导合同 变换的 公式. 


图 3-2 

如图 3-2 所示 ，设 [0;q，e2，e3] 是 R3 的 直角坐 标系， O 是原 
点 ,ex  ,e2  je3 是从 O 出发的 两两正 交的单 位向量 .设 

r=OP=xi ex  +x2e2+x3e3 , 

即 尸 点的 坐标是 (々，々，^广经过合同变换 ： r，p 点变成 〆 点， 

= x\  ei  +  x  2  e2  +  x  3  e3 . 

现在我 们要确 定合同 变换： T 的 表达式 ，即 P 点 的坐标 (on  ,jc2 ，*r3) 
与 对应的 广点 的坐标 (/ ，: c〗 ，x'3) 之间的 表达式 • 

设合同 变换了 把直角 坐标系 [0；e! ，&， e3] 变 成直角 坐标系 
[o’;/"K]， 设 

- ^ 

OO  —  axei  -\-  a2  e2  +  a3  e3 , 

〆 = auei  +  a2ie2  +  a3ie3 ,  i  =  1,2,3. 
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由于合 同变换 保持距 离和角 度不变 ，所以 

Upf  = x\  e\  +  x2  e\  +  x3  e\  , 

r  =  00^  +  0^ 

= +  Yjxie，i 

i=l  >=1 

3  3 

=  +  X)  xJavei » 

1=1  i*i=l 

因此 

3  3  3 

>  : ^  一 〉 :  C  >  :  ^ij^j  H-  )^i  > 

i=l  i=l  7=1 

于 是得到 R3 中合 同变换 的公式 

3 

X *•  =  > : dijX j  ~h  U{  ji  —  1 ， 2 ， 3. 

>=i 

由于 是 两两正 交的单 位向量 ，所以 （％) 是正 交矩阵 ，即 

3  3 

aijaik  —  ^jk  或 = Sjk  yjyk  =  1，2,3， 

t=l  i=l 

并且 

△  sdetUa):  土 1. 

从空间 合同变 换的表 达式可 以看出 ，任 何一个 空间合 同变换 
是由下 列三种 合同变 换组合 而成. 

绕 过原点 O 的轴的 旋转： 

3 

x\  =  ^aijXj  9i  =  1 ,2,3,A  =  det(at>  )  =+  1; 

>=1 

平移： 

x:  =  Xi  +  a, ， z.  =  1 ， 2 ， 3 ; 

对坐标 平面的 反射： 

x\  =Xi  ,X2  =X2  =  —X3. 

当 A=  +  l 时， 空间 合同变 换由平 移和绕 过原点 O 的轴的 旋转组 
合而成 ，它保 持右手 坐标系 不变； 当 —  l 时 ，空 间合同 变换中 
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包括 奇数个 反射, 它使右 手坐标 系变成 左手坐 标系. 

注意， 每一个 空间合 同变换 了实际 上由它 在直角 坐标系 [o; 
上 的作用 所确定 ，即 如果 

，a3) ， 

3 

Tip ,  —  € i  = 〉 : djiC j ，i  =  1，2,3, 

>=i 

则： r 的变换 公式就 完全确 定了. 因此我 们可以 用直角 坐标系 [o'; 
e19e\ ，心] 来表示 一个合 同变换 T. 以后 我们把 [OSe\  ,/2  ,^3] 
称为 R3 中的 标架. 

命题 7  R3 中全体 合同变 换构成 一个群 ，称 为空间 合同变 
换群. 

证明 因为 

(1)  空 间两个 合同变 换的组 合还是 一个空 间合同 变换； 

(2)  空间 三个合 同变换 的组合 满足结 合律； 

(3)  恒 同变换 1:/=;(£  =  1,2,3)与空间任何合同变换了 
的组合1。了=了。1=了，因此1 对于空 间合同 变换的 组合来 说是单 
位 元素； 

(4)  空间任 何合同 变换一 定有逆 变换， 而且这 个逆变 换还是 
空 间合同 变换. 

注意， 空间合 同变换 群可以 看成是 R3 中全 体标架 的集合 ，因 
为 R3 中每一 个标架 确定了 一个空 间合同 变换. 

2.2 活 动标架 


上一 小节中 我们已 定义了  R3 中一个 标架是 R3 中一点 O' 和 
从 O' 点出发 的三个 有序的 两两正 交的单 位向量 . R3 中的 合同变 
换群 G 的元素 （即空 间合同 变换） 与 R3 中的 标架是 一一 对 应的， 
并且对 合同变 换的组 合来讲 仍保持 对应的 关系. 因此 ，我 们可以 
把 R3 中 的标架 看成空 间合同 变换群 的元素 的具体 表示. 

从 现在起 我们把 R3 中的标 架记成 {rw ，e2 心 } ， 其中向 量 r= 
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Od.e^e^e, 表示从 CT 出发 的三个 有序的 两两正 交的单 位向量 （注 
意， 以后我 们不再 用上一 小节中 的符号 

设标架 }是 变动的 ，它光 滑地依 赖于/ > 个参数 ，也 
就是说 ：向量 r，h ，& ，心是 户 个参数 w1， …， V 的 C°°- 函数， 
r=r(w1 ，…， V) ，杉严衫〆“1 ， …， wp) ，；  =  1 ，2,3， 

称 {rA42，h} 为 参数 的活动 标架. 由于 R3 中的 标架的 自由度 
为 6( 原 点的三 个坐标 ，还有 三个欧 拉角） ，所 以活动 标架的 参数不 
能多于 6./> 参 数的活 动标架 的全体 构成空 间合同 变换群 G 的 P 
维子 空间. 嘉当 （E.  Cartan) 的 活动标 架法的 主要思 想是: 通过活 
动 标架这 个桥梁 把微分 几何中 所研究 的图形 嵌入到 空间合 同变换 
群 G 中去， 也就是 把这图 形看成 G 的 子空间 ，然后 G 的性 质自然 
地 传递到 它的子 空间上 ，从 而得到 我们所 要研究 的图形 的性质 • 
这是 克莱因 （F.  Klein) 的爱 尔朗根 （Erlangen) 纲 领的精 神在微 

分几 何中的 体现. 

例 （1) 单 参活动 标架. 给出 一条空 间曲线 （C): 
r=r(s) , 

曲线上 每一点 r(5)， 对应 一伏雷 内标架 6(5)，&(5)， & (5)， 其中 

ex  (5)  =  ^ ,  e2  (5)  =  1  ^  e3  (5)  =  ei  (5)  X  e2  (s) , 

于是 {r(s);  ^(5),  ^(5),  e3(5)} 构成单 参活动 标架. 因此 ，一条 
空 间曲线 （C) 可以看 成空间 合同变 换群的 1 维子 空间. 

(2) 双参 数活动 标架. 给出一 个曲面 （S): 

r=r(M，x;) ， 

貪上选 取正交 坐标网 ，则 曲面 （s) 上任 一点 处存在 三个有 
序的 两两正 交的单 位向量 

e：  (ufv)  =  ru/  I  ru  I  >  e2  (u9v)  =  rv/  \  rv  \  9  e3  (u9v)  =  n{u9v)  9 
其中 是 曲面在 r(w，i;) 点的 单位法 向量. {  r  (  m,  t;) ; 

9  e2  (u,v)  >  ☆  } 构成双 参数活 动标架 • 因此， 一个曲 

面 （S) 可以看 成空间 合同变 换群的 2 维 子空间 • 
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根据以 上分析 ，要研 究空间 中图形 的性质 ，首先 要把空 间合同 
变换群 G 的性 质弄 清楚. 现在 ，我们 已经把 空间合 同变换 群理解 
成 R3 中全体 标架的 集合， 因此要 研究空 间合同 变换群 G, 实际上 
是研 究与它 对应的 6 参数活 动标架 {KV, …， V); 

至于/ >参 数的活 动标架 （/><6) 则是 G 的 户 维 子空间 ，即 
=  v^Cu1 ，—  , M^)  ,  i  =  l,  —  ,6. 

所以 A 参数的 活动标 架可以 表示成 

{r[V  (w1 ， …， m》） ， … W ， …， wO] ; 

e{\ivl  (m1  , ••- ，ufi) ，… ，幻6^1 ， … ，w々）]} , 

简写成 

{rCu1 ，•-  ,mp)  ；  eidu1 

对于 R3 中/ > 参数活 动标架 来说， 最重要 的有两 个：一 个是活 
动标架 的无穷 小位移 ，另一 个是它 的结构 方程. 

所谓活 动标架 {rU1， …， V);  AU1， …， V)} 的 无穷小 位移是 
指它们 的微分 

3 

dr  =  2  a/  (  m ， dw)^t , 

^  3  i  =  l，2,3， 

(^ydu)ej  9 

i=l 

其中 a/  (M，dM) 和 (^  (“，(^^是系数为^^……^的 C°° - 函数的 
如1， …， dV 的普法 夫形式 ，它们 称为活 动标架 （r;e,) 的相 对分量 • 
活动 标架的 相对分 量刻画 了活动 标架的 无穷小 位移. 

普法 夫形式 ^(纟，）=1，2,3)不都是独立的. 由于 & ，☆是 
两两正 交的单 位向量 ，所以 

A  •  ej  =  ^ ， i，j  =  1,2,3, 

微分 上式得 


所以 


de{  •  ej  +  e{  •  dej  =  0, 
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即 

所以 


y^jeoUk  •  ej  +  y^,e{  •  co)ek  =  0, 

*=i  a=i 

coi  -j-co)  =  0 ， i，j  =  1,2,3. 


co\  =  co\  ==  a>|  =  0 ， 

^1  =  一  Ct)2  9  C02  =  一  0)3  9  C03  =  一  (0\  . 

因此相 对分量 a； 和以 中 ，只需 用到其 中六个 ⑽1  ,a/ ，a/ ，H ‘ 
实例： 考虑双 参数活 动标架 

{r{u,v)  ；  e：  (u9v)  ,  e2(u9v)  ,  e3(u9v)j , 

其中 


r  =  r{uyv) 

是曲面 （S) 的方程 ，其上 已选取 正交坐 标网. 

ru 


ei 


ru/  I  ru  I 


e2 


rv/  I  rv  I 


rv 


e3 


其中 £ :， G 是曲面 （S) 的第 一类基 本量. 注意 ，由 于坐标 网正交 ，所 
以  F=0. 


因而 


dr  =  rttdw  +  rvdv  =  +  (y/Gdv)e2 , 

CO1  =  yfEdu^  co2  =  y/Gdvy  ft>3  =  0， 

de,  =  d(r  /  y/E)  =  L^du  +  r^dv  —  (Eudu  +  Evdv)ru 

2E3/2 

[(r}ir„  +r?irv  +  Ln)dw  +  (r}2rw  +  ri2rv- {- 


VE 


Mi)dx；]--^(EMdw  +  EI;di；)  •  -^=r 
2E  Ve 

(r\ldu  +  r\2  dv  -  ^U  +  E^dv  \  + 

v  2E  > 
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Ctldu  +  ^dv) 


(Ldu  +  Mdv)n 


VE  sfE 

(r1ndu  +  r\2dv-  ^.Au^E^Av\ei  + 


dw  +  ri2dv)e2  +  — _ (Ldu  +  Mdv)e3. 

Ve 


de2=  d(rv/  y/G)  =  />y^(Fi2 du  +  r\2 d*^) ^1 
(n2du  +  H2dv- +  )e2  + 


(Mdu  +  Ndv)e3. 


Vg 

但是 对于正 交坐标 网来说 


rln  = 

. eu 

"  2E9 

fix  = 

-堯， 

r*i2 = 

_  Ev 
—  2E， 

r?2  = 

•  Gu 

2G? 

厂 L  = 

G“ 

2E9 

t%2  - 

_  Gv 
2G， 

L 

=—E， 

= 

M 

~G9 

M 

=—E， 

fA  = 

N 
一  G， 

Ci)\  =  0  9  0)2  =  0 ， 

col  =  -4=r  (Ldu  +  Mdv), 

Ve 

col  =  — 7=r(Mdw  +  Ndv) , 

Vg 


CO]  =  一  col  =  一  - ； ' 

2  VEG 

de3  =  dn  =  nudu  +  nvdv 


CEvdu  一  G“dty) ， 
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= (pir “十 "^)0^+ (4r„ +4rv)di； 

=一  ^(Ldw  +  Mdt;)rM  -  ^dMdu  +  Ndv)rv 


XLdu  +  Mdv)ei 


所以 


^/g 


(Mdu  +  Ndv)e2 


(*)\ 


col 


VE 


y/G 


(Ldw  +  Afdt/)  =  一  col  9 
(Mdu  +  Ndv)  =-col 


根 据命题 4 (Poincare 引理） ，于 是有 

ddr  =  0,  dd^t  =  0,  f  =  1,2,3. 

3 

根据 ddr  =  0 和 dr  =  应 用命题 5, 

i=i 

ddr=  d(  ^co'ei )  =  dco'ej  —  A  de{ 

: =i  f=i  7^1 

令  J  3 

=  2  (dw,  —  X) A  coj  )e{  =  0, 

1=1  )=1 

所以 

3 

心 = ^^coJ  A  co)  9  i  =  1,2, 3. 

>=1 

根据  dck,  =0(f  =  1，2,3) 和 dA  =  1，2,3), 还 用命题 5, 

>=i 

3  3  3 

dde  =  d(  ^cojej  )=  ^  dcoiej  —  coj  A  dej 

>=1  7=1  Pi 

3  3 

=  (do4  —  A  coi  )ej  =  0 , 

>=i  *=i 

所以 


6 

>  】 A  co{  >  i yj  =  1，2,3. 
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于 是我们 得到活 动标架 的相 对分量 ce/ 和 d 应满足 
的条件 

3 

do/  =  >  :  oJ  A  co)  9Co{  co)  =  0  > 

>=i 

3 

da>£  =  >  : ct>f  /\  coi ， i ， j  =  1，2,3. 

*=1 

上式 称为活 动标架 的结构 方程. 

实例： 现在 我们来 讨论双 参数活 动标架 的结构 方程. 前面三 
个结 构方程 

3 

da/  =  >  :  oJ  A  (o)  >  f  =  1 ， 2 ， 3 

i=i 

可以用 来计算 例如 ，⑴ 3  =0 所以 

dct»3  =  ct>J  A  ct»i  ~h  co2  A  ct>2  ^  0 » 

根据嘉 当引理 ，存 在函数 a(u，v、， b<u9vm  c“，t;) 使得 

a；i  =  aco1  +  boo2 ， 
col  =  bco1  +  CO)2 , 

以后我 们将说 明系数 d，b，c 的几何 意义. 

再设 

col  =  gi(u,v)du  g2iu,v)dv, 

因为  c«/  =  \^Kdu  9  co2  =  y/Gdv ，所以 

col  =  ~^~col  +  ~^prco2  » 

/E  V^G 

cW  =  co2  /\  col  =  co2 八- ~^^w'  l\  O)1 ， 

da/  =  co1  /\  col  =  co1  A  j=  八  a>2 ， 

从而 

gl  =  cW  g2_  =  Aw 

^fE  A  w2 ， w1  A  w2  ’ 
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因此 CD 


再讨论 后六个 （只 有三个 独立） 结 构方程 

3 

dcoi  =  ^coki  A  coi,  i,j  =  1,2,3. 

我们已 经知道 ，它们 等价于 

d(d^f)  =0， i  =  1,2,3. 

因为 


de{  =  ^-du  +  ^-dv,  i  =  1,2,3, 
du  dv 


所以 dck=0(i=l，2,3) 等价于 


d^j  =  •  i  o  o 

dvdu  dudv’  ’  ’ 

当； =  3 时 e3=n， 上 式变成 


3nu  _  dnv 

~dZ  = 

这就是 科达齐 -迈因 纳尔迪 公式. 上式 等价于 dck3=0, 可 是后者 
又等 价于结 构方程 

=  (1)1  f\  Ct)\  y 
da^  =  col  f\  u)\  ^ 

因 此这两 个结构 方程就 是曲面 论中的 科达齐 -迈因 纳尔迪 公式. 

至 于另外 一个结 构方程 

dct>i  =  coi  A  col  9 

以 后我们 将指出 ，它扮 演了高 斯公式 的角色 ，也 就是说 ，用 它可以 
证明 ：曲面 的高斯 曲率只 与第一 基本形 式有关 • 


① do;1 和 do>2 是 2 次形式 ，因 此可以 表示成 （W  =  f(ultu2)col  A  CO2,  d<o2 
容 (uWW/U2, 所以^ ^  =  /(„1,m2)， _^_  =  g(ulyU2h 
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下面 我们将 证明活 动标架 的基本 定理： 

定理 给出 六个/ > 参数 w1 ， … ，wp( / ><6) 的普法 夫形式 

co  (u,du)  ,  Co2  (w,dw)  »  co3  (M,dw)  > 
co\  C  m  » dw)  >  a>2  (  w  >  dw)  >  ct>3  (  w  >  dw) » 

如 果它们 满足结 构方程 

3 

cW  =  2  W  Aco;， i  =  1 ， 2 ， 3 ， 

>=i 

da>f  = 〉 :  coi  /\  co{  9  i  j  j  —  1 ， 2 ， 3 ， 

*=i 

其中 

coi  co)  =  0  >  i ，j  =  1 ， 2 ， 3 ， 

则存在  > 参数活 动标架 

{ rCw1 ， …， wp )  ;  (m1 ， …， wp) } ， i  =  1 ，2 ,3 ， 

它们 的相对 分量就 是给定 的普法 夫形式 W 和 W ，并 且满足 同一结 
构 方程的 不同的 参数活 动标架 之间只 差一空 间位置 • 

证明 用给定 的普法 夫方程 构造以 r 和 t(f==l，2,3) 为未知 
函数的 普法夫 方程组 

fjc  =  dr  —  a)1  iujdu^ei  —  co2  (u,du)e2  —  o/ (M，dw) 右 3  =  0 ， 

=  de.  —  co)  (u9du)ei  —  co2i  (uydu)e2  —  co]  iu,du)ez  =  0, 

i  =  1 ，2 ，3. 

要判 断这个 普法夫 方程组 是否完 全可积 ，必 须计算 相应的 普法夫 
形式 是否满 足弗罗 贝尼乌 斯条件 ，把 方程组 的左边 外微分 一次： 

3  3 

d7r=  ddr —  dcolei  +  co1  A 

i= 1  i=l 

3  3  3 

= — ^  ^  ei  +  s  °°  a  (兀  i + ) 

,=i  *=1  i=l 

3  3  3 

= ( —  da/  +  A  co)  )e i  +  工] CW’  A  7ti  y 
1=1  >=1  i=1 

3  3 

d7Ti =  dde,  —  ^  ^Jiej  +  2^*  八  dej 

»=i  >*1 


•  225  - 


3  3  3 

=—  2  dc°JieJ  +  A  (ttj  +  ^]cojek ) 

>=1  >=1  4=1 

3  3  3 

= X)  (_  ^  +  y^COi  A  coi  )ej  +  y^jCoj  A  7Tj. 

>=1  袅=1  J=1 

所 以普法 夫形式 TT 和 7^0=1 ，2,3) 的 弗罗贝 尼乌斯 条件正 好是定 
理 中给出 的条件 

3 

dco{  =  Y]coj  A  co)y  i  =  1,2,3, 

i=i 

< 

3 

do^  =  A  0>{  *  iyj  =  1»2,3. 

*=1 

因 此普法 夫形式 TT 和 7T,(t=  1,2,3) 满 足弗罗 贝尼乌 斯条件 ，所以 
普法夫 方程组 完全 可积. 给 出初始 条件： 
“,=圮(^=1，2,3)时，/*=|*。， 的=(的）。（£=*=1，2,3)， 

存在惟 一一 组/ > 参数活 动标架 

r  =  rCw1 ，—  , mp)  ,  e,  =  ^(w1  9  —  ,up),i  =  1,2,3, 

其 中条件 =0(6)  =  1,2,3) 保证 是 两两正 交的单 
位 向量. 注意 ，不同 的初始 条件意 味着不 同的初 始标架 ，它 们之间 
差一 空间合 同变换 ，因 此不同 的初始 条件所 确定的 不同的 解之间 
只差 一空间 合同. 定理 证毕. 

2.3 活动 标架法 

活动标 架法是 微分几 何中研 究空间 图形的 方法， 它的特 点是把 
图形 的研究 安排好 一定的 程序， 然后有 步骤地 去分析 图形的 性质. 

在 上一小 节中我 们已经 提到， E.  Cartan 活动标 架法的 中心思 
想 是:设 法把所 要研究 的空间 图形嵌 入到空 间合同 变换群 G 中去， 
要 达到这 个目的 ，办 法是设 法找到 一族活 动标架 ，使 这个图 形与这 

族活 动标架 - 对应 起来. 如果 做到了 这一点 ，剩下 的问题 就是计 

算这族 活动标 架的相 对分量 ，以 及相 对分量 应满足 的结构 方程. 

根据以 上分析 ，所 谓活动 标架法 ，大体 上可以 分成以 下三个 
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步骤： 

第一步 :对于 一个/ > 参数的 空间几 何图形 ，我们 设法找 一组/ > 
参 数的活 动标架 

{Kw1 •  9up)  ；ex  (ul ，•••，“》）， 

^(m1 ，•••，〆） ， 々(V ， …， wO} ， 

使 得它与 所研究 的图形 的元素 一一 对应 起来. 

第二步 ：把活 动标架 {r;  微分 一次， 

3 

dr  =  ^2  oolei  9 

£=1 

3 

=  > : j  > i  =  1，2,3， 

i=i 

从 而得到 活动标 架的相 对分量 

⑴ (w，c!m)， i  ==  1 ， 2 ， 3 ;  ( w ， c!m ) ， z. ， j  ==  1 ， 2 ， 3 ， 

其中 

coi  +  coj  =  09  i9j  =  1,2,3. 

第 三步： 把所得 到的相 对分量 o/  G  =  1 , 2 ， 3) 和 =  1 ， 2 , 
3) 再外微 分一次 ，从而 得到它 们应满 足的结 构方程 

3 

dct»*  —  coj  A  co)  9  i  —  1 ， 2 ， 3 ， 

>=i 

dcoi  =  A  coi， i^j  =  1,2,3. 

下面我 们以空 间曲线 为例来 说明一 下这种 活动标 架法. 

给出 一条空 间曲线 （C) 


r  =  r(s) , 

其中 s 是曲线 （C) 的有向 弧长. 

第一步 ，我们 设法把 （C) 上 的点与 单参活 动标架 
{r(s)  ；  ei  (5) ,  e2  (s) ,  ^3(5)} 

- 对应 起来. 这 一点在 上一小 节的例 子中我 们已经 做到了 ，因 

为 Kd 就是 曲线的 方程. 然 后再命 
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换言之 ，心 是曲线 （C) 的单位 切向量 ，e2 是 单位主 法向量 ，心 是单 
位副法 向量. 

第二步 ，计 算上 述单参 活动标 架的相 对分量 

dr  =  -r-  •  ds  =  ds  •  e\  , 
as 


所以 

co^  =  d5  j  co2  =  0  >  a/  =  0. 

根据 e2 的 选择， e2//c^， 所以 

d^i  =  coi  €2  >  co\  =  0  9  coi  =  0. 

定义 =々(s)ds， 于是得 到公式 

= 々(5)^2， 

d^2  =  002  C\  C02  ^3  9  C02  =  0 ， 

其中  col  =  —  co\  =  一 是 (5) d5. 

定义 W=Kdds， 则得 到公式 

菩 =— k{s)ei  +r(5)e” 


最后 


d^3  =  (o\€\  0)\^2  9  U)\  =0， 

其中  col  =  一 a»i  =  0 ,  col  =  一 col  =  一 r(s)ds， 于 是得 到公式 

卷 二— r(5)&. 

根据以 上计算 ，单 参数活 动标架 的无穷 小位移 公式实 际上就 
是空 间曲线 的伏雷 内公式 


d^i 

d7 

^  de2 

^  d7 


k(s)e2  9 


k(s)ei  +  z(s)e3 , 


替 =— 1 ■(山 2. 
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第三步 ，计 算相 对分量 应满足 的结构 方程. 由于 ⑼和 W 都是 
单参 数普法 夫形式 ，它们 的外微 分为零 ，因此 对于单 参数活 动标架 
来说 ，不存 在结构 方程. 换言之 ，对于 空间曲 线来说 ，有了 伏雷内 
公式 就够了 ，伏雷 内公式 不需要 可积条 件就能 确定曲 线的方 程. 

§  3 用 活动标 架法研 究曲面 


3.1 曲面 论的基 本定理 

现 在我们 用活动 标架法 来研究 R3 中的 曲面. 设曲面 （S) 的方 

程是 

r  =  r(u,v). 

第一步 ，寻找 一个双 参数活 动标架 

{r(uyv)  ；  ei(uyv)  9  e2(u,v)  ,  e3(u9v)}  ^ 

使 得曲面 （S) 上的 点与双 参数活 动标架 - '对应 起来. 为此 ，我们 

在曲面 （S) 上选择 正交坐 标网， 然后取 rU，i;) 就 是曲面 的向径 ，并 
且选 A 和 e2 分 别是坐 标曲线 的单位 切向量 ，再取 & 为曲 面的单 
位法向 量《 ，即 


ei 


e3 


ri/lnl 
e2  =  r"  I  r2  I 
e：  X  e2 


/E 


^/EG 


rx  X  r2 


n. 


第二步 ，计 算上述 双参数 活动标 架的相 对分量 • 为此， 我们对 
活 动标架 ，e2 ，&  } 进 行微分 

dr  =  cu1  +  a)2 e2  >  co3  =  0, 

dei  =  u)\e2  cd\  €3 » 
d^2  =  ~h  C02 ^3  > 
vd^3  —  col  €\  "f-  (o\  €2  > 


(3.  1) 


229  - 


其中 以+4=0(£，^  =  1，2,3). 事实上 ，上面 的第二 、第三 式是曲 
面 （S) 对于正 交坐标 网的高 斯方程 ，第 四式 是魏因 加尔吞 方程. 

第三步 ，计 算相 对分量 应满足 的结构 方程. 为此对 （3.1) 再微 
分一次 ，得到 

do/  ^  ct>2  A  C02  9  dco2  =  Co1  /\  col  9 
da/  =  ojl  A  co I  a)2  A  =  0,  (3.  2) 

da>i  =  (o\  A  col  9  dcol  =  col  A  co\  >  da4  =  col  A  col  > 

其 中第四 个式子 是曲面 （s) 对于正 交坐标 网的高 斯公式 ，最 后两 
式子是 科达齐 -迈因 纳尔迪 公式. 

从活 动标架 的基本 定理， 我们得 到用活 动标架 的语言 来表达 
的 曲面论 的基本 定理. 

定理 （曲 面论 的基本 定理） 给出六 个双参 数普法 夫形式 
a/ ( w，z;;dw，dt;) ， co2  (u,v；du9dv)  ,  co3  (u9v;du,dv) , 
coi  (u9v;du9dv)  9  col  (u9v;du9dv)  9  col  (u^v；du9dv) , 

如 果它们 满足结 构方程 (3.  2)，并且0^+4=0(;,)  =  1，2,3)，则差 
一 空间合 同确定 一个双 参数活 动标架 

{r(u9v)  ；  ei(ujv)  j  e2(.u,v)  9  e3(ujv)}  9 
它的 相对分 量就是 给出的 普法夫 形式. 活 动标架 的原点 的 
轨 迹是一 曲面， 和 正 好是曲 面的坐 标网的 单位切 
向量， 仏 （M，Z；) 是 曲面的 单位法 向量. 

3.2 曲面的 第一和 第二基 本形式 

曲面 （S): 

r  =  r(uyv) 

的第 一基本 形式是 

I  =  dr  •  dr=  Cco1el  +co2e2)  •  (co1  ex  +coze2) 

= (a/)2  +  (a>2)2， 

前面 我们已 经指出 

CO1  =  y/Edu,  co2  =  y/Gdv. 
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曲面 （S) 的只与 ⑴1 和 0>2 有关的 量为曲 面的内 蕴量. 例如曲 
面的面 积元素 

dA  =  y/EGdu  A  dt;  =  a；1  A  co2 , 

此 外还有 

曲面 (s) 的第 二基本 形式是 

II  =  _  dr  •  d^3  =  —  (cw1  €i  +  o>2 杉 2 )  •  (a>3 €\  ~\~  co\ €2) 

= 一  co  •  col  —  CO2  •  0)\ 

= co1  •  col  co2  •  col. 

注意: a/  •  co3i  9  co2  •w〗 还有 前面的 （a;1  )2 和 （a;2)2 都 是表示 普通乘 
法 ，不是 外乘. 

因为 

dco3  —  CO1  A  C0\-\-(02  A  (02  —  09 

根据嘉 当引理 

cv\  =  aco1  - bco2  j  col  =  bco1  ecu2 . 

所以 

II  =  a(u)1  )2  4 -  2bcol  •  co2  c(a>2  )2 ， 

即 

II  =cl  •  Edu2  ~\~2b  *  \/ EGdudv~\~cG(dv)2 ， 

这说明 

a  =  L/E,  b  =  M/  y/EG ,  c  =  N/G. 

3.3 曲面上 的曲线 法曲率 测地曲 率和测 地挠率 

我 们先规 定指标 

i  9  j  yk  ==  1，2,3;  a  y  j3^y  ==  1，2. 

如图 3 -3 所示 ，考 虑曲面 （S)， 仍 取正交 坐标网 UW),  (S) 
上 的曲线 （C): 
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图 3-3 


ua  =  ua(s) , 

S 是 (C) 的弧长 参数. 设 （C) 的 切方向 cr 与 ^ 的 夹角为 0， 在切平 
面上作 一 向量 s， 使得 (a ，fi，e3 ) 构成一 右手系 ，则有 
a  =  ex  cos  沒 +  &  sin  沒， 


e  =—  ei  sin  0  e2  cos  d. 

命 P 和 y 分别 为曲线 （C) 的主 法向量 和副法 向量# 为 P 和 e3 的夹 
角 ，有 

P  =  gsiri  <p-\~  e3  cos  <p, 
y  =  一  £cos  (p~\~  sin  cp. 

再根 据曲线 （C) 的伏雷 内公式 


石 一绰， 


t=~ 


ka~\-iy  j 


t- 


有 


曲线 （C) 的测地 曲率是 


da  =  kdsp 

= (d0  +  cwi  + 

( coi  cos  d-\-(o\  sin  d)e3. 
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kg=kp.s=  ^±^1. 

d5 

因为 d 和 cb 只与 曲面的 第一基 本形式 有关， 所以心 是属 于曲面 
的 内蕴性 质的. 

再 考虑曲 面的沿 （C) 的切方 向上的 法曲率 

々„  = 是 cos  <p  =  kfi  •  e3  =  (<wi  cos  0  +  sin  d)/ds9 

dr 

a  ~  ^  ~  cos  dex  +  sin  de2  > 

dr  =  cos  Odse^  +  sin  ddse2  9 
col  —  cos  6ds,  (o2  =  sin  dds9 

所以 


K  =  U  -  COl/ds  +  Col  .  OJ2/ds)/ds  =  g  ^  +^2  ^2 

ds2 


于 是得到 


kn  =  -1. 

最后我 们说明 一下测 地挠率 的概念 • 定 义曲线 （C) 的 测地挠 
率 G 为 

d^3 

所以 

rgds  =—  e  •  d^3  =~s  •  d(pcos  ^  +  ysin  cp). 

再根 据曲线 （C) 的伏雷 内公式 

^  =—  e  •  ^  (flcos  <p+  ysin  <p) 


-cos 


9  —  Psin  9  ^sin  <p-\-  ycos  中 
=—£•(—  ^cos  cpa  +  rcos  (ffy  —  fisin  <p  ^ 
rsin  (pfi  +  ycos  <P^) 


d5 
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z-cos  2 (p  +  sin  2 <p~^-  ~\~  rsin  2<p~\~  cos  2cp  — 

Q5  ds 


r  + 


d<p 

~ds9 


因而 


Tg  =  t  +  T- 


对于 常数 的情形 (例如 ，当 (c) 是渐近 曲线时 n=o，^=H 


Tg=T. 

因为 

de3  = 


col^i  -\-  col  e2  y 


e=—  ex  sin  d~\~  e2  cos  0， 

Tgds2  =—  (e  •  de3 ) ds 

= (^isin  6—  cos  6)  •  (cwj^i  +  col e2)ds 
— i(v2 e i  — col  e2  )  (col^i  +o4&)=  co2 co\  — co1  cot. 

嘉当把 

in  =  coz  col  —  co1  col 

称为曲 面的第 三基本 形式. 

1=0 令 G  =  0=>e 丄 de3->de3//a=> 曲线 （C) 是曲 率线. 于是得 
到曲面 上曲率 线网的 方程为 

ID  =  Ct)2  co\  — co1  col  =  0. 


3.4 曲面的 主曲率 欧 拉公式 高斯曲 率和平 均曲率 


在上一 小节中 我们已 经证明 

I  _  II  _  a^co1  )2  +  2bu)1  co2  +  c(a>2  )2 
M  —  了  uyTUV2  • 

曲 面的主 曲率是 t 的极值 ，容易 证明它 们应满 足条件 

aw1  +  bco2  bco1  +  co)2  L 

- 1 -  =  - 2 — = 是， 

CO  CO 
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所以 


(<2  —  k、、c  一  k)  一  62  =0. 

于是 得到曲 面的平 均曲率 和高斯 曲率的 公式: 

H  +々2)  =  a~^C 


注意， 


K  =  kik2  =  ac  —  b2 . 


dc<4  =  cof  l\  co\  —  Caco1  +  bco2 )  A  ( —  ho'  —  cco2 ) 
= (b2  —  ac)col  A  co2  y 


所以 


因 此高斯 曲率属 于曲面 的内蕴 性质. 
现在考 虑以下 情形： 

(i)  h 和& 是 主方向 ，这时 


^  =  VEG  =  0， a  =  k\  9  c  —  ki  ^ 

COi  =  k\U)1  y  col  =  h，2CO  9 
所 以曲面 的第二 和第三 基本形 式变成 

n  =々i(ft/)2+々2(o/)2, 
in  =(々2 — DcwV. 

命没 是曲面 上曲线 （C) 的切 方向与 某一主 方向的 夹角， 前面已 

证明 


所以 


CO1  =  cos  dds,  co2  =  sin  dds, 


= f  =  k\  cos  2 0  ~\~  kz  sin  2 dj 

这就 是欧拉 公式. 此 外还有 

kg  As  =  dd +  col  9 
Tg  =  (k2  —  ki  )sin  dcos  d. 
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(ii)  曲线 （C) 的切方 向正好 是^ ，这时 0=0. 

ct>i  =:  ds ，  =  0 ， 

是 „  =  !  =  a, 

=  coi  9 

r*  =  y  =  &. 

(iii)  设曲线 （C) 是渐 近曲线 ，则满 足条件 n=0, 这时 =  n 
取 (C) 的切 方向为 q ， 则有 a  =  0. 

K  =  kik2  =  cue  —  b2  =—  b2  =—  t\  = —— r2 ， 

所以 

T  =lt  \/ —  K ， 

这 就是恩 内佩尔 （Enneper) 定理. 

3.5 曲 面上向 量的平 行移动 

定义 设 t/CmW) 是曲面 （S) 上的 向量场 ，命 Dv 是 dv 在 
(S) 的切 平面上 的投影 ，于是 Dt; 就是 X； 的绝 对微分 • 

设  v=  现 在我们 来计算 Dt;. 因为 

p 

3 

dea  =  D  coiej ， a  =  1 ， 2 ， 

)=1 

所以 

2 

尹 =i 

dv  =  ^  (di/e0  +  v^de0) 

= y^j  dz/e0  +  y^t；adga ， 

卢  a 

因而 

Dv  =  ^]  (  di/  +  vacoi  )^p- 

p  a 
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命 


从而有 


Dt;  =  Di/e^ , 

p 

Dt/  =  dx/  +  ^]vaco^. 


给 出曲面 （S) 上一 条曲线 （C): 

w°  =  Ma (5)  ,  «  =  1 ,2 , 

其中 s 是弧长 参数. 

定义 曲面上 沿曲线 （C) 的 向量场 t；[^(5)]， 如果 

罘= 。，或 裳 +^>曾=。，_1，2， 

即 

,  d^  +  t;2^  =  o,  ^  +  ^^  =  0, 

d5  as  as  as 

就称 t;(/(5)) 沿曲线 （C) 是平 行的. 若设 

oA  =  DrtdM7  9 

V 

则得 到平行 向量场 应满足 的微分 方程组 
：^+E^^  =  0,  p=U2. 

o%7 

如果在 （C) 的一点 =  Ua(s0) 处给 出曲面 的一个 切向量 
t；0=  ， 则上述 方程组 对于初 始条件 S  =  S。 时 W  = 舖 ，存在 

惟一解 

^  =  1/(5)， 

沿曲线 （c) 的 向量场 “平行 于给定 的向量 v。 ， 这 就称为 

向量 X；。 沿曲线 （C) 的平行 移动. 

命题 1 沿 曲面上 一条曲 线平行 移动时 ，保持 向量的 内积不 变- 
证明 沿曲线 （C) 给 出两个 平行的 向量场 ，在 曲面上 取正交 

•  237  • 


坐标网 （W1 ，M2) ， 则 


u  =  ul  e\  - u2e2  y 

v  = 

vlei  +  v2  e2  y 

dul  ,  2  col  _ 

^7  +  M  d^~ 

=  0, 

dv1 

~d7 

+  +0, 

du2  ,  1  co\  _ 

^7  +  w  d7" 

=  o, 

dv2 

~di 

+  4  =  0, 

所以 


ds 


(M  •  V  ) : 


d 


iulvl  +  u2  V2  ) 


cb 

与 i.v+y  •¥  + 与！  .v+v  •学 

ds  ds  d5  ds 


(m2!；1  +  UlV2  —  UlV2  —  U2  V1  ) 


0. 


推论 沿曲面 上一曲 线平行 移动时 ，保 持向 量的长 度不变 ，也 
保持 两方向 的夹角 不变. 

由 于沿曲 线的平 行移动 保持长 度不变 ，可 以只考 虑单位 向量场 
vp=  (cos  0 ， sin  d) ， 

其中 0 是 t； 与 ^ 的 夹角. 这 时平行 条件就 简化成 

dd  +  ot)i  =  0. 

特别地 ，如 果平 行移动 与路径 （曲线 （C)) 无关， 则上面 的双参 
数的 普法夫 方程是 完全可 积的， 即弗罗 贝尼乌 斯条件 成立. 这时 
‘?=0, 所以 

K  —  —  do;?  _  0 

于 是得到 

命题 2 如果 曲面的 平行移 动与路 径无关 ，则 这曲面 一定是 
可展 曲面. 


我们已 经知道 ，曲面 上测地 曲率为 零的曲 线称为 测地线 ，设歹 

为此 曲线的 切向量 a 与匕 的夹角 ，因为 则 测地线 
的 方程是 
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dO  co I  =  0. 

于 是得到 

命题 3 测地 线是它 的切线 沿它自 身平行 的曲线 ，即 测地线 
是 自平行 曲线. 

再设 向量场 t； 沿测 地线平 行移动 ，则 

coi  =  0 ， =  0 ， 

其中 0 是 v 与〜 的夹角 ，歹 是测 地线与 q 的夹角 ，所以 
did  —  d)  =  0  或 沒 一歹 = 常数. 

因为 d-d 是 v 和测 地线的 切方向 的夹角 ，因 此得到 

命题 4 当向量 t； 沿 测地线 平移时 ，它 与测地 线的夹 角保持 
不变. 

这命 题给岀 一向量 沿测地 线平行 移动的 作法. 

3.6 闭曲 面的高 斯-波 涅公式 

我 们已经 知道测 地曲率 公式是 

走菸  cb  =  dd  o)\. 

命 G 是曲面 上一个 单连通 区域， 假定它 的边缘 aG 是 一条光 
滑的闭 曲线， 再规定 aG 的正方 向如下 ：使得 我们按 正方向 沿曲线 
运动时 ，区域 G 总是 在左边 （如图 3-4). 把 上式沿 aG 积 分得到 


(3.3) 


I  々《ds  =  [  +  co\. 

J  3G  J  dG  J  3G 

可 以看岀 

[ cW  =  2 丌， 

J  dG 

并 且根据 斯托克 斯公式 

f  OJ?  =  [  dcol  =—  [*  Kco1  A  CO2  9 

J  3G  J  G  J  G 

由 此代入 (3.  3) 式得到 

[ Kco1  A  <w2  +  [  kgds  =  2tz, 

J  G  J  3G 

这就是 曲面论 中著名 的高斯 -波涅 公式. 

如 果区域 G 的边缘 是 测地线 ，则 &  =  0, 于是有 

KdA  =  2tu. 

J  G 

对 于一个 闭曲面 M 来说， 用一条 光滑的 闭曲线 （C) 把 它分成 
两个部 分仏 和02 ，根据 高斯 -波涅 公式有 


}Gi 


XdA  + 


3Gl 


kgds  =  2兀， 


G2 


KdA  + 


3G2 


keAs  =  2xc. 


由于 和 3G2 的定向 相反， 把上两 式相加 后得到 

f  KdA  =  4tt. 

J  M 

如果 aG 是分段 光滑的 （如图 3 -5)， 设 它在非 光滑点 处的内 
角 分别为 ai ，a2 ， … ，a„ ，则 

f  =  2tz  —  (tc  _  a, ) ， 

J  dG  ^ 

因此 ，高 斯-波 涅公式 应改成 

\  KdA  +  \kgds+  D(7T-a,)  =  2 丌. 


设 G 是曲面 M 上由 测地线 构成的 n 边形 （称 为测 地多边 形）， 
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图 3-5 

因为匕 =0， 则有 

JGKdA  =  2丌 — (丌 — at ) . 

«  =  1 

特别地 ，如果 G 是曲面 M 上的 测地 三角形 ，则有 
cLA  =  (oj  +  +  0：3  )  —  7T. 

实例 ： （1) 在 半径为 r 的球 面上， 1C  =  ~4>0, 所以 

\GKdA  =  +  X  (球 面三角 形的面 积）， 

于是从 高斯- 波涅公 式得到 球面三 角形的 面积是 

^  cLA  =  r2  (ai  +0:2+03  — 兀） ， 

这说 明球面 三角形 的内角 和大于 i 

(2) 在伪 球面或 罗氏平 面上， K  = 常数 <0, 所以 

\oKdA  =  =  KX  ( 测 地三角 形的面 积）， 

因 而测地 三角形 的面积 公式是 

^  =  =  一 k  (丌 - ai  一^2  —  ff3)’ 

这说 明伪球 面或罗 氏平面 上测地 三角形 的内角 和小于 l 
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1. 设曲 面的第 一基本 形式是 

ds2  =  Edu2  -h  Gdv2, 

具体 计算相 对分量 以， 并求髙 斯曲率 K. 特别地 ，如果 

du2  +  dv2  _p.  ,  2  cIm2  dv2 


ds2  =  4 


[1-(M2+z/)]2 


或 ds2 


求证: 


K 


1. 


2.  设曲 面的第 一基本 形式是 

ds2  =  [U(M)+V(z;)](dM2  +dt^), 

计算相 对分量 W ，o;2  和高 斯曲率 K. 

3.  设曲 面的第 一基本 形式是 

心=— 2_n4— 2 
4(m—  tr  ) 

计算相 对分量 co1 ，o>? 和高 斯曲率 K. 

4.  在曲 面域中 ，设 其高斯 曲率为 负或零 ，试 用高斯 -波涅 公式证 明不能 
有 两条测 地线交 于两点 (如第 4 题 图）. 

5.  曲面域 A 为四 边形， 在顶点 的内 角设为 A ，4,4，匕（ 如 
第 5 题图） ，试证 


Kco1  A  o>2  +  kgds  =  l\  h  h  ~\~  I \  _  2tc. 

J  A  J  3A 


6. 设定 向了的 闭曲面 S 被剖分 成几个 四边形 ，而 且各顶 点正好 集聚四 
个 四边形 （如第 6 题图） ，试证 这时有 
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Ka)1  /\  a)2  =  0. 
s 


7. 对于定 向了的 闭曲面 S 上定 义的 一次微 分形式 史， 试证 

L— 0. 


•  243  • 


篥四葚 


整体 微分几 何初步 


在前几 章中我 们讨论 的只是 简单曲 线或简 单曲面 ，也就 是说， 
我 们所研 究的只 是曲线 上同胚 于直线 上的开 线段或 曲面上 同胚于 
平面 上初等 区域的 部分. 因此 ，我们 讨论的 只是曲 线或曲 面的局 
部 性质. 与 此相反 ，在初 等几何 与解析 几何中 ，我们 讨论的 都是三 
角形 、圆 、椭圆 等图形 的苹乎 毕寧. 以 局部性 质为基 础来研 究图形 
整体 性质的 微分几 何称* 分 几何. 本 章将介 绍这种 几何的 
初步 结果. 

整 体微分 几何的 名称由 德国人 W.  Blaschke 首先 使用. 他做 
过 一些关 于卵形 线和卵 形面的 研究. 今天整 体微分 几何已 经与近 
代分析 结合在 一起， 发展成 为一个 新的数 学分支 —— 大范围 分析， 
它是 近代数 学中受 人们注 意的中 心问题 之一. 

§1 平面曲 线的整 体性质 

在这一 节中， 我们给 出曲线 

(C) :  r  =  r(t)  ,  t  G  [a,6] , 

其中 r6R2. 

我们假 定曲线 是逐段 光滑的 ，即 存在参 数序列 

a  =  a0  <  〜 <  a2  <  … <  a^_i  <C  an  =  by 

使得在 各区间 （心，七+1)0  =  0，1,2^",；1—1)上曲线是光滑的，点 
Ka,) 称为 曲线的 角点. 我们 还假定 除了角 点以外 ，曲线 （C) 上的 
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点都是 正常点 ，即 rdO^O. 也 就是说 ，曲线 （C) 是 逐段正 规的. 

如 果曲线 （C) 是整体 光滑的 ，即 不存 在角点 ，而 且曲线 上每一 
点都是 正常点 ，则 我们 说曲线 （C) 是正 规的. 

1.1 旋转数 


给岀 一条正 规的平 面曲线 （C), 

(C)  :  r  =  rU)  ,  t  6  [a, 6]. 


首 先沿着 它整体 地定义 伏雷内 标架场 （即 在曲 线上的 每一点 
处 定义伏 雷内标 架）. 办 法是先 沿曲线 （C) 作它的 单位切 向量场 


a(t) = 


〆(" 

Ra)T, 


然后按 逆时针 方向把 a 绕切 点旋转 则得 到曲线 （C) 的 单位法 

向量场 于是 得到了 沿曲线 （C) 的伏 雷内标 架场. 对 于这个 
伏雷内 标架场 来说伏 雷内公 式有如 下形式 

普 = k(s)n, 

< 

宗 =- 

和过去 所讲的 平面曲 线的伏 雷内公 式一样 ，其中 Ks) 是平 面曲线 
的相对 曲率. 

定义 一 条正 规的平 面曲线 （C):  r==rU) 称 为是闭 
的， 如果向 量函数 是 周期的 ，即存 在常数 oo>0 使得 r(t+aj)  = 
r(t) ，《b. 具有 这种性 质的最 小常数 ⑴ 称 为曲线 (C) 的 周期. 

引理 1 设曲线 （C):  r=r(0 是具 有周期 a； 的 闭的正 规平面 
曲线 ，如果 把参数 换成自 然参数 ，则 它的 周期是 

L  =  J  J 〆 ⑴ | 山， 

L 是闭 曲线的 周长. 

证明 sU+w)=  |〆 ⑴ |d， 
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因为 


所以 


我 们得到 


所以有 


Jo  J  co 


I  r(t)  I  dt, 


r(i  +  o>)  =  r ⑴， 


rCt  +  co)  —  r\t). 

s(t  +  co)  =  L  +  |jr  (0|di  =  L  +  5(i), 


r(5  +  L)  =  r(s(t)  +L)  =  r(K，+  ce>))  =  r(s ⑴） = r(5). 
定义 正 规曲线 （C):r=KO 称为简 单的， 如果向 量函数 rdO 
在 一个周 期内是 —— 的. 

例 1 单位圆 r={cos  5,  sin  W 是简单 闭曲线 ，其 周长为 2tt， 
在 0<<s<27t 范围内 ，向 量函数 

r  =  {cos  5, sin  5} 

是 一一 的 • 


例 2 曲线 r=  j2cos(i-^),  sin  2卜一 不是简 单闭曲 

线. 因为当 Z  =  0 和 Z  =  7t 时 ，/ *(£)  =  {0,0}， 不是 一 * ― '的. 

定义 给 出平面 上的正 规曲线 （C):  / •=/•(£)， 我们定 义从曲 
线 （C) 到 单位圆 （S):r={COS  5,  sin  s} 的映 射如下 ：曲线 （C) 的每一 
点 r(0 对应惟 一的切 向量： 


a(t) = 


rit) 

I〆 ⑴ I 


若把 它的起 点移到 平面上 坐标原 点处， 则它的 端点在 单位圆 （S) 


上 ，即  cr(  t)  =  {  cos  (9U),  sin  (?(()•}• 我们把 以上从  r  ⑴  e(C) 到 


cK0  6(S) 的映射 ，称 为曲线 （C) 的切 映射. 


在第一 章中介 绍过可 微函数 的微分 cW 反映 了曲线 （C) 的 
切向量 a 的旋转 情况. 说得 更确切 一些， 从曲线 （C) 上一点 出发， 
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沿 （C) 运动时 ，这 一点的 切向量 a 与 X 轴正 方向夹 角的变 化率就 
是^ (如图 4-1). 于是有 


dr 
dt  - 

证明  a(t)  =  {cos  9U) ，sin  6(0  } , 

n(t)=  |cos^+y  ^ ，sin(<9+~|*) 
= {  —  sin  Oit) ，cos  6(0} ， 


引理 2 


dd(t) 

~dT 


-k(s) 


学= {  — sin  OCt)  • 〆（ 广）， cos  Oit)  •  0\t) ) 
at 

=  0\t)  {  —  sin  沒， cos  0}  =d\t)n. 

根 据伏雷 内公式 ，有 


da  =  dads 
dt 


Ks)nft' 


比较上 面两式 ，得 

6/M=Ks)ft=k(s)\ft 


即 


定义 


mt) 


= kis) 


dr 


设 （C) 是平面 上逐段 正规的 闭曲线 ，我 们定义 它的旋 
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转数 nc 为 


n-\ 

nc=r^0U^-6ia^ 


其中力 是曲线 （C) 在角点 rU,) 处的 外角， 即为从 切方向 f(a,-) 
到 切方向 >U7  +  ) 的方 向角， 我们还 要求一 7t<~<7r (如图 4-2). 


图 4-2 


从上面 的定义 ，我们 可以得 到引理 2 的一 个推论 

I  ai+i 


Oia^i  )  —  OCaP  =  0 


aj 


\aj+ldd(t)  =  \°j+l 
J  a-  J  a . 


k(s) 


dr 

dt 


dt. 


从旋转 数的定 义与以 上推论 ，我 们得到 旋转数 的计算 公式： 


Wc 


n—1 

域 


dr 


例 3  如 果曲线 （C) 是整体 正规的 闭曲线 ，则 它没有 角点， 


于是 


nc=  —d(aj)'] 
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图 4-3 中分 别是旋 转数为 1， 一 1，0 和 2 的 正规闭 曲线. 

◦  0  P  0 

nc=\  /ic=— 1  hc=0  nc=2 

图 4-3 

例 4 设 （C) 是 平面上 的直线 三角形 ，沿 它的每 一条边 0 等于 
常数， 所以旋 转数为 

Wc  ―  2  — H~a2  +o：3)  =  1. 

例 5 设 (C) 是 沿单位 圆逆时 针绕行 m 次得到 的曲线 
r  =  { cos  27t^ » sin  2izt) ,  0  ^  i  ^  m , 

其 旋转数 nc  =  m. 

定理 （旋 转数 定理） 设 （C):  r  =  rU) 是 平面上 逐段正 规的、 
简单的 闭曲线 ，则 旋转数 nc  =  ±l. 

证明 1. 我们先 讨论曲 线是整 体正规 的情形 ，移 动曲 线使曲 
线 的始点 1*(0) 位 于坐标 系原点 ，切 向量重 合于: r 轴 ，整 个曲线 （C) 
在: r 轴上方 ，并 且我 们对曲 线取自 然参数 （如图 4-4). 

设 L 是曲线 （C) 的周长 ，如果 ，我 们定义 二元向 
量函数 

.  、  r{v)  —  r{u) 

aKUyV)  =  -： - - - - - r； 

|  r(v)  —  r(w)  I 

它 的定义 域是图 4-5 的三 角形. 事 实上， ciUa) 是从 / •(〃） 指向 
rO) 的单 位向量 .命 则有 a(M，w)  =cKm) ， 这是 r(w) 点的单 
位切 向量. 我 们还可 以得到 a(0,L)  =  -a(0)  =  -a(L). 

设  =  {  cos  p  (  w ， v)  9  sin  史 （m ，取）}， 因为  a  (  w) = 

{ cos  d(u)  , sin  d(u)  } ，于 是得  =p(M，w) ， 因此 
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图 4-4 


图 4-5 


2nnc 


k(s)ds 


dd 


得到 


由于 却 是 全微分 ，所 以积分 \^dcp 与路 径无关 ，因 此我们 
J  Acpiu^u)  =  J  d<p(u,v)  +  J  d<p(u9v) 

= J  dcpiOyv)  +  J  d<p(u，L). 


上式中]^如表示£知(0，1；)，也就是当尸点沿曲线（0 向 5 增加 

的方向 运动时 ，向径 @ 所转过 的角度 ，即 <p(0，v) 表示 ci(0，z;) = 
@与1 轴正 方向的 夹角. 因 为曲线 （C) 处于上 半平面 ，石？ 的方向 
总是指 向上方 ，总 旋转 角应是 ±tt， 其中正 负号视 P 点沿曲 线的绕 

行方向 而定， 逆时针 时为正 ，顺 时针时 为负. 类 似地， f  d<p  = 

J  BC 

£d^U，L) 表 示向径 M 所 旋转过 的角度 ，由于 M 总指 向下方 ，所 

以总 旋转角 也是士  7t. 由 以上的 分析可 以得到 

2iznc  =  (d=  tt)  +  (±  7r)  =±  2tc9 
即 
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nc  =±  1. 


2. 以下讨 论曲线 （C) 为逐段 正规的 情形. 我们 将问题 转化为 
整体正 规来处 理：对 于逐段 正规的 曲线， 在每一 个角点 r(a,  ) 附近 
作一圆 ，切 于这个 角点前 后两段 曲线， 用切点 间的圆 弧代替 原曲线 
的切点 间的曲 线段. 于是 得到一 条新的 闭曲线 ，然 后使圆 弧的半 
径 r, --0, 则 新曲线 趋于原 曲线. 但是新 曲线是 光滑的 ，正 规的 ，这 
时定理 成立. 

趋于原 曲线时 ，新曲 线的切 点间的 0 的 变化转 化成为 原曲线 
角点 /*(+  ) 处 的外角 aj  y  BP 

nc  =  limwc  =  lim[  ^  +  ^cj  ) ]  > 

其中 C; 表示 角点处 的圆弧 •在 r，0 时 ，有 
limnc.  =  —dj)， 


\\mnr 


2tt 


所以 


nc 


limnc 


2^ 


[sf>+1 

1 -  i  J  ai 


k  (5) 


dr 

At 


=土1. 


推论 设曲线 (C) 是平面 上整体 正规的 闭曲线 ，则 切映射 (C)— 
(S) 是在 上的. 

证明 根据 nc  =  +  l 或一  1， 曲线 的单位 切向量 fif(s) 平移到 
原点后 ，它 的终点 正好按 逆时针 （或顺 时针） 绕 单位圆 （S) —周， BP 


k(s)ds  =  2nnc  =士2丌， 


所 以切映 射是在 上的. 


1.2 凸曲线 


定义 一条 正规的 闭平面 曲线称 为凸的 ，如果 它位于 它的每 
一条切 线的同 一侧. 

引理 1 平 面上一 条直线 的两侧 如果都 有简单 闭曲线 的点， 
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那 么它们 至少有 两个公 共点. 

证明 设给出 的曲线 （C) 的 
方程为 

(C)  :  r  =  r(5)  =  {x(5>  } , 

直线 / 的 方程为 

y  =  kx  b. 

再 设曲线 （C) 上两点 5l 与 52 分别 
在直线 Z 的两侧 （如图 6)， 因  图 4-6 

此它们 把简单 闭曲线 （C) 分成两 
部分， [$1 ，52]和[$2  9  5i  L] 且 （5i  >  52  )  fl  (-^2 ，5i  4~_L)  =0. 

曲线 （c) 与直线 Z 的 交点应 满足： vG)=>Lc(s)+6, 令 
F(s)  ^  y(s)  —  kz  Cs)  —  b  =  0. 

由于 h， & 两点 在直线 / 的异侧 ，它们 对直线 Z 的 离差正 负号相 
反 ，命 

FC^i )  <C  0 ,  F(52)〉0. 

由 函数的 连续性 ，必有 s0eu，s2) 使 F(5o)=0. 又 根据闭 曲线的 
定义有 

r(s  十  L)  =  r(s) ， 

所以 

Fds  +  L)  =  F(s)， 

因此有 

F(s：+U  =  F(Sl)  <0. 

又因为 

F(sz)  >  0, 

所 以存在 <eu，h+L) 使得 f(so)  =  o. 并 且由于 UdDn. 
(52 ，h+L)=0， 因 此得知  So 9^ So. 

引理 2 平面上 给出一 条正规 的闭曲 线与一 条直线 ，则 此闭 
曲 线上到 直线的 距离最 远的点 处的切 线必平 行于该 直线. 

证明 设曲线 （O 与直线 /( 如图 4-7)， 在 Z 上取 一点 O 为原 
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点 ，以 Z 的某一 方向为 x 轴正 方向 ，建立 坐标系 （如图 4 -8)， 曲线 
(C) 可 用向量 表示为 

(C)  :  r= r{x)  =  {x ,  fix)} , 


其中 /(i) 是曲线 （C) 上的点 到直线 Z 的有向 距离. 由 于曲线 （C) 
是正规 闭曲线 ，所以 /(x) 连续 可微. 设在 X。 点 /(工) 取局 部极大 
值 ，则 /CrcOzO, 曲线 （C) 在该 点的切 向量为 

〆 = { 1 ， /’  (工。 ） }  =  { 1 ， 0 }  • 

所 以在此 点曲线 （C) 的切 线平行 于直线 Z. 

引理 3 设平 面上简 单的、 正规的 、闭 凸曲线 （C):r=r(5).， 
其中 s 是自然 参数. 如果存 在一对 
参数  h ，& ，0<&<02<1>，使得在51、 

52 两点 处曲线 的切向 量与： T 轴正向 
的夹 角相等 [即 0U)=0U)]， 则曲 
线 （C) 在 [51，52] 部分是 直线段 （如图 
4  -  9). 

证明 因为 0U)=0U)， 所以 
0(51)=«(52). 由 于曲线 （C) 是正规 
闭曲线 ，根 据旋 转数定 理的推 论可知 ，切 映射是 在上的 ，所 以存在 
一 点 5。 ，使得 

a(s0)  =—  a(si)  =—  a(52). 
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因此 ，曲线 （C) 上的点 r(51),/•(s2)，r(sQ)处的切线互相平行， 

即  h  //  h  //  lo  • 

由 于曲线 （c) 是凸的 ，所以 m 之中 必有两 条是重 合的. 
假设过 A、B 两 点的切 线重合 （设此 切线为 》， 再设 G 是 线段 
上任 意一点 ，过 G 作 / 的垂 线丫. 因 为曲线 （C) 是凸的 ，所 以〆 一 
定不 是曲线 （C) 的切线 （广的 两侧都 有曲线 （C) 上的 点）. 根 据引理 
1，〆 必 与曲线 （C) 有两 个交点 ，设为 D、£： ，它 们都在 / 的同 一侧. 
根 据顺序 公理， G、D、£ :三 点之中 ，总 有一个 在中间 ，然而 g 不能 
在中间 • 我们设 D 在 G、E 之间 （如图 4  -10)， 则有以 下几种 情形： 


图 4-10 


1°  D 与 G 重合 ，则 D 在 Z 上 ，因此 可以得 知曲线 （C) 在介于 
AB 之 间的部 分是直 线段. 

2°  D 与 G 不重合 ，则 D 在 :的 内部. 过 D 作曲线 （C) 
的切线 广， 根据巴 士公理 ，广 至少与 :之一 相交. 这时 ，广的 
两侧都 有曲线 （C) 的点 ，这 与曲线 （C) 是凸的 矛盾. 

3°  D 与 E 重合 ，则， 与曲线 （C) 只有一 个交点 ，这 与引理 1 
矛盾. 

由 以上分 析得到 ，曲线 （C) 上 AJ3 间的部 分是直 线段. 

又 A、B 两点 是曲线 （C) 上 直线段 上的点 ，在这 两点处 不能有 
相反的 切方向 ，否则 切向量 不连续 ，所以 A.B 只能是 rGQ)，rU), 
r(52) 中 rU) 与 K&) 两点 ，即 曲线在 [力 ，s2] 部分 是直线 • 
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推论 平面上 简单的 、正 规的 、闭凸 曲线的 旋转角 是单 


调的. 


证明 如果扒 5) 不单调 ，则  _ 
存在一 对参数 h 和52 ，及另 一参 
数 5。 ， 心  <  S。 <  & ， 使得  ^  (  5! ) = 

———7^1 

p\- 

沒(52)#(9(5。） 这 与引理 3 矛盾 （如  _ 

/!  ! 

!  !\  ^ 

图 4  -  11).  O 

/  A  5 

0 沒2  \  S 

定理 （凸 曲线 的判定 定理） 

图 4 - 

■11 

平面上 简单的 、正 规闭曲 线是凸 

的充分 必要条 件是曲 率函数 Ks) 不 变号. 

证明 必要性 设曲线 （C) 是凸的 ，则 氕 S) 是 单调的 ，所 

以 々（5)  =  g 不 变号. 

充分性 因为 不变号 ，所以 是单 调的. 我们 假设曲 
线 （C) 不 是凸的 ，则存 在曲线 （C) 上一点 A， 在 A 点 的切线 Z 的两 
侧都 有曲线 （C) 上 的点. 由于 曲线是 闭的， 所以在 / 的两侧 分别存 
在与 Z 距离最 远的点 ，设为 B、D. 过 B、D 作曲线 （C) 的切线 
根 据引理 2 得知 U//U//L 既 然曲线 （C) 在 A、B、D 三点 处的切 
线互 相平行 ，那么 其中必 有两点 ，在 此两点 的切方 向相同 （如图 4- 
12). 设这两 点对应 的参数 分别为 力 、& ，且 &<& ， 所以有 a(5l)  = 
a(s2)， 并且 

0(52  )  =0(51  )  +2n7C. 


B 


D 


图 4-12 
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根据 旋转数 定理， n 只 能取为 0、 士  1. 

1°  如果  W  =  0, 贝! I  (9(S2  )==(?(々  hSiCh， 这时 夕在 [5! ，52] 上的 
值为 常值， 彡为不 单调. 

2° 如果 w=l， 则有 

0( s2 )  — ^(^1 )  =  2k. 

因为有 

L)  一  0(0)  =  2丌， 

所以 

6CL)  一 0(0)  一 0( S2)  +  ❹ (si) 

= (0(L)  一  0(方2))  +  id(s\ )  — 0(0))  =  0. 

由沒 的单调 性可知  . 

沒 (L)  —  0(s2)  =  0,  6(sx ) —沒 (0)  =  0. 

即 

沒 (L) = 没 （52)，  6(.S\  )  =  0(0) ， 

所以 [0,5l] 与 [s2 ，L] 是直 线段. 

3° 如果 n=  —  l， 则把 2° 中 5!.52 交 换位置 ，可得 类似的 
结果. 

总之 ，无论 w  =  0,  土 1， 点 r(5l  )，/•(&) 把闭 曲线 （C) 分成 两段， 
而 且总有 一 段是 直线. 因此 ，曲线 （C) 在点 /•(力彡与 r(s2) 的 切线重 
合于 这切线 所在的 直线. 换言之 ，这两 点的切 线重合 ，这就 与上面 
所说的 A 、h、l 是曲线 （C) 的 不同的 切线这 一由假 设曲线 （C) 不凸 
而导出 的事实 相矛盾 ，所 以曲线 （C) 是 凸的. 

注意 ：（1)  Ks)>0 与 ；Ks)<0 的差别 
只是在 于按顺 时针还 是按逆 时针这 样两个 
不 同的方 向描绘 曲线. 

(2) 上述定 理中的 “简单 的”这 一条件 
不 容忽视 ，对于 有纽结 的曲线 ，它的 0(5) 虽 
然是单 调的， 但它不 是凸的 （如图 4  -  13). 
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1.3 等周 不等式 

我们 已知下 列事实 ：周长 固定的 矩形中 ，正 方形的 面积最 
大， 周长固 定的三 角形中 ，等边 三角形 的面积 最大. 现在 ，我们 
来看 周长固 定的任 意简单 的平面 曲线的 情形. 

定理 （等周 不等式 定理） 设曲线 （C) 为 平面上 周长为 L 的、 
简单的 、正 规闭 曲线， A 是曲线 （C) 所包围 的面积 ，则有 L2>4ttA， 

其 中等号 当且仅 当曲线 （C) 是一 圆周时 成立. 

证明 由 于曲线 （C) 是 平面上 具有固 定的有 限周长 L 的简单 
闭曲线 ，所以 它必是 平面上 的有界 图形. 因此 ，一定 可以作 出两条 
不与 （C) 相 交的平 行直线 使 （C) 夹在 它们中 间的带 状区域 
中 .将 平 行移到 刚好与 （C) 相交 的位置 ，得到 （C) 的 两条平 
行切线 6 与 Z2，（C) 夹 在它们 之间. 设切点 分别为 F=r(0)*  D= 
r(52). 作圆 O 与 都相 切且不 与曲线 （C) 相交 ，以圆 O 为原点 
建立 坐标系 0_：0；，使3^轴平行于/1. 

设曲线 （C) 的自 然参数 表示为 

(C)  :  r(s)  =  {x(5)  jy(<s)} » 

其中有 x2Jr  y2  =  l - 

再设圆 O 的参数 表示为 

r(s)  =  { x(5> ， w(s)  }• 

曲线 （C) 是简 单曲线 ，因 此在图 4-14 中 A 与 “山 与“ 均不 
重合 为 （C) 的 外切矩 形所在 的四条 直线） ，因而 士 与 
; 都不 能在整 个区间 [0，L] 上恒 等于零 ，所 以曲线 （c) 所包 围的面 
积为 

A=L^=lo^ds； 

圆 o 所 包围的 面积为 

ttR2  =  —  =  —  wi：d5， 

J  (C，）  Jo 
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图 4-14 


其中 C' 为圆 o 的圆周 ，因而 

A  +  nR2  =  J  Cxy  —  Txir  )ds 

^  J  I  xy  —  vox  I  ds 

= [ I  <(i，5^)>(— I  ds. 
Jo 


又 因为有 


所以 


〈 （i，50 ， （一  Wjx)  >  I  ^  I  Ci9y)  I  I  (—  ivyx) 


\/ zv2  +  x2  =  R , 


A  +  Tri?2  <  Rds  =  RL. 


应用 不等式 


\/~ab  ^ 


a~\~  b 


令  a  =  A9b=nR2 ，则有 


258 


因 而得到 

Lz  ^  4tuA. 

如 果要使 L2=4ttA 成立， 当且仅 当上述 推导过 程中的 不等号 
均 取等号 ，即 

(工 $  一  tti)  =  \xy  —wx\  y 

I  <(i，5；)  ,(— w,x)>  I  =  I  (x9y)  I  I  (—  xv9x)  I  =  R. 

这说 明向量 （i，iO 与 （一 w，：c) 线 性相关 ，并且 有相同 的方向 •又 
由于 （i， 5；) 是单 位向量 ，即 

I  (士，50  |=1, 

所以有 

(— Wyx)  =  R(i9y). 

比 较它们 的坐标 ，我 们得到 

X  =  Ry. 

同时 ，为使 L2=inA 成立 ，还 必须使 a  =  A,b  =  nR2 有 相等的 
几何 平均值 和算术 平均值 ，即 

=  A  +  nR2  =  RL 
2  2 

所以有 

A  +  nR2  =  RL. 

由于 A、L、tt 都是 常数， 因此尺 值惟 一确定 ，而与 “、12 的方向 
无关. 

再 作曲线 （C) 的 垂直于 々和 4 的平 行切线 z3 和 Z4 ，使曲 线 
(C) 介于 A 和/4 之间 ，切点 分别为 B 和 £：， 作圆 (^与匕 乂 都相切 
但不 与曲线 （C) 相交 ，以 O' 为原 点建立 坐标系 （T 一巧 ，使夕 轴平 
行于 /3 和 I 我们同 样可得 1=尺夕2. 

坐标系 O— 巧 与 Of~xy 之间 的变换 关系是 

•r  =  xcos  y  —  ^sin  y  +  e  =~y  +  e9 
y  =  Zsin  y  +  3；cos  y  +  <i  =  x-\-  d. 
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即 

ix  =  y  —  d, 

[y  =  e  一  xy  • 

其中 d 和 e 是 适当的 常数. 

于是有 

y  —  d  =  x  —  Ry  =  —  Ri ， 

所以 

x2  +  (y-dy  =  ay)2 +  (— Ri*)2  ^  R2(x2+y2)  =  R2 ， 
这说 明曲线 （C) 是在 O— xy 坐 标系中 ，以 （0，d) 为中心 ，以尺 为半 
径 的圆. 

推论 平面上 周长一 定的简 单的、 正规闭 曲线中 ，圆所 包围的 
面积 最大. 

1.4 四顶 点定理 

现在考 虑一类 特殊的 凸曲线 ，它 的曲率 处处不 为零. 

定义 平面 上一条 简单的 、正规 闭曲线 ，如果 有曲率 々>0, 则 
称为卵 形线. 

卵形线 一定是 凸的， 因为々 不 变号. 

定义 在正规 的平面 曲线上 ，使 曲率 取相对 极值的 点称为 
顶点. 

例 6 椭圆 r(0=={2cos  ^,sin 《} 有四 个顶点 ，对应 的参数 f 

定理 （四 顶点 定理） 一 条卵形 线至少 有四个 顶点. 

证明 因 为曲线 （C) 是 闭曲线 ，曲率 A  —定可 以取整 体极大 
及 极小值 ，设这 两个顶 点是点 A 和点 设曲线 （C) 的自然 参数表 
示为 

(C) :  r  =  r(s) ,  5  6  [0,L] , 

并设  A=r(0)( 如图 4-15). 
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下 面我们 要证明 ，如 果曲线 （C) 只 有这两 个顶点 ，就 会引岀 
矛盾. 

设 / 是联结 A 、B 两点的 直线. 因 为我们 已经假 定只有 这两个 

顶点， 所以纟 必在一 段曲线 上为正 ，在另 一段上 为负. 

再设 / 的 方程为 

(r~a,b)  —  0, 

于是在 Z 的 一侧有 

(r  —  a ， 厶〉〉 0 ; 

在 I 的另 一 侧有 

(r  —  a,b)  <  0. 

因此， 沿曲线 （C) 

k(r  —  a9b) 

不变号 ，于 是有 

J  k(s)  (r(s) — a 9 b) ds  ^  0 

但是 

^  k(s)(r(s)  ~a,b)ds 

= [^(5)<r(5>  —a9b)Jo  —  J  k(s)(r(s)  9b)ds 
=  0  +  f* 〈 一  k(s)a(s)  9b)ds  =  [  (h，b〉ds 
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rL  l 

=  d(n,b)  =  (n,b)  =0， 

Jo  0 

引出 矛盾. 因此顶 点数必 须多于 2. 

但是 j 在每 个顶点 处变号 ，所 以顶点 数必为 偶数. 这 说明顶 
点数 至少为 4, 即一 条卵形 线至少 有四个 顶点. 

1.5 等 宽曲线 

设曲线 （C) 是 一条卵 形线， P 是曲线 （C) 上 一点. 根据 旋转数 
定理 的推论 ，曲线 （C) 上存 在一点 P,P 处的 切线与 P 点处 的切向 
相反 ，即 

a(P)  =-a(P), 

也就是 P 和 P 处的 切线 平行. 又因 为曲线 （C) 是凸的 ，在 这两条 
切 线之间 没有其 他切线 平行此 二切线 ，因 此给岀 卵形线 上一点 P， 
有惟 一一 点 P 与 它对应 （称为 P 的相对 点）. 

定义 一条 卵形线 在一点 P 处的 宽度是 P 与它的 相对点 P 
的切 线间的 距离. 

定义 一 条卵形 线称为 等宽的 ，如果 它各点 的宽度 相等. 

例 1 圆是 等宽的 曲线. 

例 2 三角活 塞发动 机的活 塞是逐 段可微 的等宽 曲线. 

定理 （等 宽曲线 定理） 如 果曲线 （C) 是 等宽的 卵形线 ，宽度 
为心 则曲线 （C) 的 长度是 

证明 如图 4 -16 所示 ，设 P 点的向 量参数 表示是 P  =  rG)， 
P 点的 相对点 P 的向 量参数 表示是 P=f(s)， 其中 s 是 P 点所对 
应的自 然参数 ，于 是有 

r(s)  —  r(5)  =  va  (s)  +  zvn  (5) ， 

其中  v=  (r(s)  —  r(s) ，a(5)>  ,w=  (r(s)  ~r(s)  9n(s)). 

若以 ^ 表示 P 点的自 然参数 ，并 注意到 P 点处 的单位 切向量 
是一  Cf(S) ， 单 位法向 量是一 /1(5). 则有 
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图 4-16 


— a(s) -- 


比较 系数得 


所以有 


dr  =  dr  ds 
ds  ds  ds 

ds  d(r  +  va  +  zvn) 
d?_ 


ds 

ds 

ds 

ds 


ds 


(a-\-va~hwn  +  wn  +  va) 


(oc  v  a  -\-  zv  n  一  zvka  -f-  vkn ) . 


ds , 


— 1  =  v—  xvk  ) , 

0  = 尝 (^  +  士) • 


\l  +  v  —  zvk  +  塞 =  0 ， 


[vk  +  u;  =  0. 

因 为曲线 （C) 是 等宽的 卵形线 ，因而 


所 以推出 
因 此得到 


zv  =  09  A 〉 0. 

v  =  09 
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1  +  ^  =  vuk. 

设  P  =  r(0)， 户=1*(^) 或 戶=^(0). 

注意 ，点 P 有两 种向量 表示法 ，在 P  =  / *U) 中其 参数 值是取 P 的 
自 然参数 5  =5l 在 P=r(0) 中其参 数是取 P 点的 自然 参数值 s=0. 
于是 我们有 


n 


1  +  4^ ) ds  =  1  -wk  (5>d5, 


ds  + 


h  J & 

as 


ds  +  ds(5) 


^(6')d5 


fsi  dd 

XV  -j-1 

Jo  d5 


ds  =  TX； 丌， 


上式中  cL •是从 P 到 P 的弧 长，  d5(5) = 

Jo  J  5=0 

P 到 P 的弧 长. 所 以曲线 （c) 的 周长为 

P  d5  +  P=il  ds  =  XV1Z. 
Jo  J  5=0 


ds  : 


ds 是从 


1.  6  平 面上的 Crofton 公式 


平面上 的一个 点集， 如果它 构成一 条曲线 ，我们 就用这 条曲线 
的长度 L 作为 这个 点集的 测度. 如果 它构成 平面上 的一个 区域， 
我们 就用这 个区域 的面积 tr 作 为相应 点集的 测度. 以下我 们讨论 
平 面上的 一个直 线集的 测度. 

设在平 面直角 坐标系 O  —  中 ，有 一直线 Z， 它 的法式 方程为 

•rcos  d~\~  3^sin  d  =  pj 

其中 / >>0,0<^<2tc. 这样 ，每一 条直线 可以用 （/ >4) 平面 上的一 
点表示 ，于 是我们 有以下 定义： 

定义 （心 们平 面上的 点集的 测度为 O—xy 平面 上具有 
xcos  6~\~  3^sin  6  —  p  =  0 
的形 式的方 程的直 线集的 测度. 
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我 们要注 意的是 相重的 直线和 对应于 （p，(9) 平 面上的 点要重 
复 计算. 

平 面上的 Crofton 公式 平 面上一 条曲线 （C)， 若 与曲线 （C) 
相 交的直 线集为 17， 

U={l\lf](C)^0}9 

则有 


n(l)dp  A  =  2L , 


其 中”⑺ 是直线 Z 与曲线 （C) 交点 的个数 （如图 4-17) ，办八必 是 
集 [7 的面积 元素， L 是曲线 （C) 的长度 • 

证明 如图 4 -18 所示， 设直线 Z 的 方程为 


xcos  d  - 3^sin  0 —— p  =  Q ， 


曲线 （C) 的 方程为 


r  =  {x(5>  9y(s)} , 

Z 与曲线 （C) 的交 点处有 


所以有 


x(s)cos  d  +  y(s) sin  6  —  p  =  0. 


dp  = 


cos  汐 ds  + 


dy 

ds 


sin  dds  —  x(5)sin  (9d<9  +  3^(5) cos  Odd, 
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其中 


lxjl  u  y 

— = COS  ^  =  sin 

代入 上式得 

dp  =  ( cos  <pcos  6+  sin  ^sin  汐） ds  +  (—  jcsin  6  +  ycos  d)  dd. 
由此可 以推出 


dp  /\  dd  =  cos^fp  —  6)ds  A  ddj 

所以有 

J  n(l)dp  A  d^=  J  dsj  ^  cos (99 一  0)dd 


— cos  (pdip 


= — Lsin  0 


=  2L. 


在 上述推 导过程 中需注 意以下 几点： 

1° 要注意 0 的变化 范围. 四边形 OASD 的内 角和为 2tt， 所 

以有 


因此 


0  (tc  —— (p)  =  2tc 9 


但是 


所以有 


即 
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ZB  =  ^  + 

0  ^  ^  7t , 

d  ^  <p~  ^  ^  ^ 


2°  令 少= <p  —  0， 所以 (9=p— I  时有  时 

有  0=  — 

3° 还要 注意被 积函数 Ad 化其中 是直线 Z 与曲 
线 （C) 交点的 个数. 经过变 量替换 ，以 cbAcW 替换 办 Add 后 ，由 
于同 一直线 与曲线 （C) 的不同 交点有 不同的 s 值， 所 以后面 的积分 
已 经把交 点的个 数计算 在内. 

利用平 面上的 Crofton 公式 ，可 以近似 计算出 可求长 曲线的 
长度. 方法 如下： 

取 一族平 行线. 它们 之间的 距离为 r， 然后将 它们依 次旋转 
7r/4,27r/4,37r/4 共得 四族平 行线. 若曲线 （C) 与 这些直 线共有 n 
个交点 ，则 曲线 （C) 的长度 （近 似） 为 

L=  士 J^?2(Z)d/)  A  d 汐 


1.  设曲线 （C) 是由 直线段 与两条 半径为 2 的圆 弧构成 的图形 ，计 算它的 
旋转数 （如第 1 题 图）. 

2.  设曲线 （C) 是一条 闭的凸 曲线， 如果一 条直线 Z 与曲线 （C) 交于 三点， 
则联结 这些点 的线段 整个属 于曲线 （C)， 因此 当曲线 （C) 的曲率 々关 0 时 ，一 
条直 线最多 交曲线 （C) 于 两点. 

3.  如 果曲线 （C) 是卵 形线， 求证友 至少在 四点处 平行于 a. 

4.  证 明略去 “闭” 的条件 ，四 顶点定 理将不 成立. 用 拋物线 rU)  =  {r，f1 2 3 4 5} 
作 反例. 

5.  设曲线 （C) 是 等宽的 卵形线 ，求 证相对 点的曲 率半径 之和是 常量. 
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(—1,0)  O  j  (1,0)  x 

(第 1 题图） 

6.  计算 1.  4 中的例 ：椭圆 r=  {2cos  ^,sin  f} 的 顶点. 

7.  设曲线 （C) 为闭 凸曲线 ，曲线 （C) 所 包围的 面积为 A， 用 a 表示 在直线 
I 上的 弦长， 证明： 


adp  /\  dd  =  tcA. 

J  /n(c>#0 


§2 空间曲 线的整 体性质 


2.1  Fenchel  定理 

在三 _ 欧氏 空间中 ，考虑 简单的 、正规 闭曲线 （C)， 并 设曲线 
(C) 是定向 的. 

对于空 间曲线 （C) 上 每一点 的单位 切向量 ，若 把其始 点移到 
坐 标原点 ，则过 这些单 位切向 量的终 点可在 单位球 面上画 岀一条 
闭曲线 (r)， 这样就 确定了 从曲线 （c) 到单 位球面 （s) 上的 一个映 
射 ，称 为曲线 （c) 的 切映射 ，曲线 (r) 称 为曲线 （c) 的切映 射像. 

设 r(5) 是曲线 （C) 上一点 P 的 向径， aU) 是曲线 （C) 在 P 点 
的单位 切向量 ，则 P 点在 切映射 下的像 P* 的 向径为 Cf(s) (如图 
4-19). 

定义 一 条取自 然参数 的空间 闭曲线 （C) 

(C)  :  r  =  r(s)  9  s  G  [0 
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图 4-19 


的全 曲率是 ，其中 々(5) 表 示曲线 （C) 的 曲率. 

因为空 间曲线 的曲率 yKd=|&|=  # ，所以 

\0k(s)ds  =  Jo  I  a  I  d5  =  (D  的长度 • 

这就是 说曲线 （C) 的 全曲率 等于切 映射的 像曲线 (厂) 的长度 • 

引理 对于 空间简 单的、 正规闭 曲线， 至 少存在 一条切 线与给 
定 的方向 / 正交. 

证明 取 Z 为坐 标系的 z 轴方向 • 设曲线 （C) 的自然 参数表 

示是 

(C):  r(s)  =  {jc(s)  9z(s)}  9  s  G  [0，L]. 

因而 单位切 向量为 

a(s)  =  {iCs)  ,y(s)  ,2:(5)}. 

根据 微分中 值定理 ，存在 &6[0，L]， 使得 
z(L)  —  z(0)  =  (L  —  0)zCs0)  9 

但是 

z(L)  =  z(0) , 

所以 


即 


^C«5o  )  ==  0  > 
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a(50)  =  {i(s0) ， 夕 （s0) ，0} ， 

这表示 Cf(5。） 垂直于 z 轴 ，即 与方向 / 正交. 

推论 对 于空间 简单的 、正规 闭曲线 （C) 

(C)  ：  r  =  r(s) ,  5  G  [0，L] ， 

若 任给两 个方向 A 和 Z2, 则 至少存 在一点 5。， 使得 这一点 的切方 
向 cKs。） 满足 

Z(a，Zi)  +  Z(a，,2) = 丌. 

证明 根 据引理 ，存 在曲线 （C) 的 切方向 a 与方向 /  =  [+& 
正交 ，其中 Zi 和 /2 是给 定的已 知向量 （可 取单位 向量） •即 
a  •  Hi  +  /2)  =0， 

所以 

a  *  l\  +  a  *  12  =0， 

因而 

cos(a ，/ 1 )  +  cos(a ， ,2 )  =  0 ， 

于是有 

0  Z(a，/i )  +  Z(a，,2)  Z(a，Zi )  —  Z(a，D  _  A 
2  cos - 2 - cos - 2 - u. 

因为任 意两个 方向的 夹角总 取小于 或等于 7U， 当 
Z(a，Z2) 均小于 7T 时 ，有 

即 


所以 


因而由 


得到 


7t  <  )  —  Z^(a,/2) 〈艽， 


n_  ^  Z(a，Zi )  —  Z(a，,2 ) 〆  jl 

y  ^  2  t_ 


cosZ(a>/l)7Z(tt>^^0> 


cosZ(a,/i)+Z(«>A2  =  0 


Z(a，/i)  +Z(cf，,2) = 丌. 

当^^^/^与/^心匕彡中有一个等于；!： 时 ，比如 

Z(«f，/l  )  =  7T 

时有 

a  •  h  =一  1. 


a  •  /i  +  a  •  /2  =  0 ， 


于是有 


Cf  •  ,2  =  1 . 

可见所 给定的 两个方 向 A 与 /2 方向 相反. 由引 理可知 ，至 少存在 
一条切 线与给 定切线 A 正交， 这时它 必定与 & 也正交 ，因 此有 

，/i )  +  Z(a* ，,2 ) = 丌. 

然而， /(cf，^)  =Z(a，/2)  =  7T 的情形 是不会 出现的 ，因 为如果 

与 /2 方 向相同 ，这与 a 应 满足的 

条件 

a  •  (/i  +  /2 )  =0 


定理 （Fenchel 定理） 对于一 条空间 简单的 、正规 闭曲线 （C) 
(C) :  r  =  r(j) ,  s  6  [0，L]， 

它的 全曲率 

J  >  2兀， 

其 中等号 当且仅 当曲线 (C) 是平面 简单的 、正 规的凸 闭曲线 时成立 • 
证明 如图 4- 20 所示， 设曲线 （0上 A  =  K0)=KL)，A 点 
处的切 向量为 a(0). 

由 于曲线 （C) 是闭的 ，所以 一定存 在一点 B  =  r(h), 使得 

^(5>d5  =  J  ^(5)d5.  (4.1) 

设 B 点的切 向量为 a u)， 根据 引理的 推论， 在曲线 （c) 上存 
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a(sY)  b 


在一点 D==r(s2) ， 使得 D 点处的 切方向 ct (s2) 满足 

Z(a“2) ， a(0))  +  ^(a(s2)  >  aKa  ))  =  tt.  (4.  2) 

如果 0<s2<5l ，首 先考 虑曲线 （C) 上 的切映 射像 的长度 

1  k(s)ds  =  [  2 是 (5)ds  +  [是 (5)ds.  (4.  3) 

Jo  Jo  J  S2 

由于球 面上的 大圆弧 是局部 短程线 ，因而 

S2kds)ds=  A7!)*  的长度 
Jo 

的 大圆弧 的长度 

= ZA*OD* 

= Z^(a(s2) ，a(0)). 

同理， 

r，^(5)d5^Z(a(52),a(51)), 

J  S2 

代入 (4.  3)， 并利用 （4.  2)， 有 

J  1  k(s)ds  ^  Z(a(52)  ,a(0))  +  ZKa(s2)  ,a(5i ))  =  tc. 

(4.4) 

由 （4.  1) 及 （4.  4) 可得 

[ k(s)ds= [丨々(5)心十[ ^(s)d5 
Jo  Jo  J  Sj 
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^(s)d5  ^  2tc. 

如果 h<s2<L， 同 样可得 （注意 a(0)=or(L)) 

fS2  " 


于是有 


k(s)ds + 


^(s)d5 


^  ^(a(s2 )  ittCsi ) )  +  Z(flE(52)，a(0)) 
=  7T» 


k(s)ds= 


k(s)ds  + 


k(s)ds 


(4.5) 


=  2  ^(5)ds  ^  2tt. 

J  Sl 

由 （4.  5).(4.  6) 的 结果可 以看出 ，总有 


々（5)d5  >  2 丌. 


(4.6) 


如果 

'L 

k(s)ds  =  2tc， 

Jo 

则 当且仅 当曲线 （c) 的切 线像是 两段大 圆弧时 才成立 ，这 时曲线 
(C) 必 是由两 段平面 曲线组 成的闭 曲线. 但由已 知条件 ，曲线 （c) 
处 处都只 有一条 七刀线 ，所 以曲线 （C)  一定 是平面 闭曲线 • 

由 平面上 简单的 、正规 闭曲线 的性质 ，经 适当 选择曲 线的定 

向有 

1  rL 

Tic  =  o —  k(,s^ds  =  1» 

ZnJ  o 

其中 是平 面曲线 的相对 曲率. 我们 把它看 成空间 曲线时 ，就有 

[|  kis)  | ds  =  2 丌， 


所以 


(|  k(s)  |  —  k(s))ds  = 

0 


'L 

Jo 


I  ^(5)  I  ds  — 


[ 々(5)d6* 


0 
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=  2丌 一  2 丌 =  0.  (4.  7) 

然而被 积函数 I  Ks)  I —Ks) 是连续 并且是 非负的 ，所 以当 且仅当 

|  kis)  |  =  k(s) 

时 （4.  7) 成立， BP 


kds)  >0， 

所 以曲线 （C) 是 平面凸 曲线. 

另外 ，对 于逐段 正规的 闭曲线 ，我 们考虑 


di ， 

Jo  i=l 

其 中叹表 示在各 顶点的 外角. 

可以 证明， 对于一 条逐段 正规的 闭曲线 ，也有 

k(s)ds  +  y^jdj  >  2 丌. 

Jo  i 

(参阅 白正国 ，关 于空间 曲线多 边形的 全曲率 ，数学 学报， 6(1956)， 


7(1957). ) 

例 给出 的曲线 （C) 为椭圆 

r(t)  =  { 2cos  tjsin  ^ >0} ， 0  <  i  <  2tt. 

设曲线 （C) 的自 然 参数为 5, 由 曲线 的对称 性得到 

^(s)d5  =  f  k(s^t) ) 丰  d’  =  4[  k(s)  4;di. 
J  (o  Jo  Jo. 

由于 

丰 = I  r  I  =  V 4 sin2 之  +  cos2 1 , 
ck 


因而 


々（5 ⑴） 


2 


( V^4sin2 尤  +  cos2^)3 


k(s)ds=  4 


4 


.号  2dt 

o  4sin2 尤 +  cos2 广 

2sec2t 


1  +  4tan2 


-dt. 
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设 M  =  2tan  £ ，则有 dw  =  2sec2 他 ，因 此可得 

k(s)ds=  n  2  =  4arctan  u 
Jco  Jo  l  +  u£  o 

=  4  •晋 =  2tc. 

注意 ：曲线 (C) 是平面 闭曲线 ，并 且是 凸的. 

2.2  球 面上的 Crofton 公式 

如图 4-21 所示 ，给出 R3 中的单 位球面 （S)， 设 （S) 上 一个定 
向大圆 所在的 平面的 单位法 向量为 w (选 
取 w 的方 向与大 圆的定 向构成 右手系 ，始 
点 置于球 心）. 我们用 Wi 表示这 个定向 
大圆 ，用 W 表示 w 的终点 ，它 是单 位球面 
(S) 上一点 ，称 为大圆 Wi 的 极点. 因此， 

给出一 个定向 大圆， 惟一地 对应一 个极点 
W， 反 之任给 （S) 上一点 W， 则惟 一确定 
(S) 上 一个定 向大圆 Wi ，它以 W 为 极点. 

下 面我们 给出单 位球面 （S) 上定向 大圆集 的测度 的概念 • 

定义 单 位球面 （S) 上满 足某些 条件的 定向大 圆集的 测度， 
就是 它们所 对应的 极点所 构成的 （S) 的子集 的面积 • 

必 须注意 ，相重 的大圆 所对应 的极点 在计算 面积时 应重复 
计算. 

设点 we  (s)， 它所 对应的 大圆为 W1, 曲线 （c) 是单 位球面 
(s) 上的 一条正 规曲线 ，用 nc(W) 表 示曲线 （c) 与大圆 wi 的交点 
数 ，有 时为了 方便， 简记为 ww)， 略 去下标 c. 

球 面上的 Crofton 公式 设 （C) 是单 位球面 （S) 上的 长度为 L 
的正规 曲线， （S) 上 与曲线 （C) 相交 的定向 大圆集 （相 重的 大圆重 
复 计算） 的 测度是 4L. 即 

lt  =  { w  e  (s)  |  w 丄  n  (c) 关  0} , 
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|Jn(W)dA  =  4L, 

u 


其中 n(W) 是大圆 与曲线 （C) 交点的 个数， dA 是极 点所构 成的子 


集的面 积元素 （如图 4 -22). 


证明 设曲线 （C) 的自 然参数 方程为 

(C)r  =  r(5> ,  5  G  [0，L] ， 


切 向量为 


a 


dr 

ds' 


(4.8) 


命 crG)  =r(s)  XctU) , 则 [r(5) 、a(s) 、a(5)] 构成 单位正 交标架 •又 


因为 


da 


丄 a， 


所以 


Ts 


fjr  Xcl. 


但是 r(5)  •  a(s)=0, 因 而得到 

r  •  a  +  r  •  a  =  0, 


(4.9) 


即 


r  •  a  =—  1. 


(4.  9) 式点乘 r， 并 利用上 式可得 
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所以有 


" =— 1， 


r(s)  +Aa(s). 


(4. 10) 


由  fl(s)=fG)XcKs) 可得 


da  dr 

- = - 

cb  d5 


Xa(s)+r(s)X^ 


/ *(s)  X  A(s)a(s)  =—  A(s)a(s). 


(4. 11) 


这样， （4.  8),(4.  10) ， （4.  11) 组成 类似于 伏雷内 公式的 分式： 


=— r  + Aa  , 


设曲线 （C) 的 切向量 《和， 丄在 rG) 点的切 向量办 的 夹角为 
… 则有 


5(f_  + 


+  sin/ 


= (sin  (p)a  (cos  (p)a. 

向量 w 定义 了映射 [0,L]X[0,2tu]— (S) 如下： 

w(sy<p)  =  sin  (pa  (5)  +  cos  <pa  ( 5). 

映射 w 的像 集是 L/， 所以 


= J  J  I  sin  (p  I  dsd^) 


I  6  7T 

LJ  I  sin  <p\  d<p 

rf  . 

4L  sin  (pdcp  =  4L. 
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球 面上的 Crofton 公 式对逐 段正规 的曲线 （C) 也 成立. 因为 
定理 对曲线 （C) 的每一 正规线 段成立 ，所以 把各段 加起来 以后也 
成立. 

2.  3  Fary-Milnor  定理 

定义 对于一 条空间 闭曲线 （C)， 如果存 在一个 —— 连续 
映射. 

D— R3  (其中 D 是平 面上的 圆盘） ，使 得曲线 （C) 正好是 D 的 
边界在 此映射 下的像 ，则 称曲线 （C) 是一条 不打结 的曲线 ，否 则称 
曲线 （C) 为打结 的曲线 （如图 4-23). 


下 面我们 利用球 面上的 Crofton 公 式证明 Fary-Milnor 定理， 
它是 Fenchel 定理在 打结曲 线上的 推广. 我们先 证明下 述两个 
引理. 

引理 1 如 果正规 闭曲线 （C) 在 切映射 下的像 （C*  )含 在一个 
闭 半球内 ，则 （C*  ) 必在以 此半球 的边界 的大圆 上- 

证明 若 (C*  ) 包 含在以 N 为北极 的闭半 球内， N 所 对应的 
向径为 n， 则有 

(其中 a 为曲线 （C*  ) 的向 径）， 

所以 
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而 


n  •  a  0, 


[*(/!•  a)d5  =  /I  •  f  r(5)d5  =  n  -  r(s)  L  =  0 

J  0  J  0  0 

由于 被积函 数连续 、非负 ，所以 

«  •  a  =  0, 

即 （C*) 在赤 道上. 

推论 1  一 条正规 闭曲线 在切映 射下的 像不可 能包含 在一个 
开半 球内. 

推论 2  — 条正规 挠闭曲 线在切 映射下 的像不 可能包 含在一 

个闭半 球内. 

证明 如果 曲线在 切映射 下的像 包含在 一个闭 半球内 ，则根 
据引理 ，它必 包含在 赤道上 ，因 而原曲 线是平 面曲线 ，与已 知条件 
矛盾. 

引理 2 设 (C) 是 正规挠 闭曲线 ，其 切映射 的像为 （c*  )， 则 
u  e  (s)  |裉 丄  n  (c* ) 关  0} 

与 

(S)  =  {P  e  R3  |QP  I  =  1} 

相等. 

证明 先证 u 匚 （S)， 这是 显然的 ，因为 

u=  {w  e  (S)\w^n  (c*) 关  0}. 

再证 （s)a/. 用反 证法. 

设 WQ6(S)， 但 WolLT， 于是有 

叫  n  (c*>  =  0. 

这 时曲线 （C) 的切映 射的像 （c*  ) 不与 （S) 上某 一大圆 相交， （c*  ) 
必 包含在 一个开 半球内 ，这与 上述推 论 i 矛盾 ，所以 （s)c=[/. 

从 而得到 (7=  (S). 

定理 （Fary-Milnor 定理） 设曲线 （c):r  =  r ⑴ ，斤 [0，L] 是 
一条打 结的、 简单的 、正 规挠闭 曲线， 则它的 全曲率 
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证明 用反 证法. 
如果 


是 （5)ds  >  4丌. 


k(s)ds  <  4 丌， 


命 (C*  ) 是曲线 （C) 在单 位球面 （S) 上切映 射的像 ，则 根据 球面上 
的 Crofton 分式 ，有 

丄 [ [nc*  (W)dA  =  L*  = [ 是 (5)cU  <  4tt. 

4  JJ  Jco 

u 

因此 ，至少 存在一 个向量 wQ， 使 wc*  (WQ)<4, 否则 


\nc'  (W)dA=  —  J  J  Tic*  (W)dA 

r  (S) 


*  4JJ  ^ 

(S) 


4  •  4tc  =  47t» 


上式 中的积 分区域 U， 根 据引理 2 就是 （S). 

作函数 

/(5>  =  r(s)  •  w0 , 

它是 r(s) 在％ 方向 上投影 的长度 （如图 4  -  24) , 我们把 /(s) 称为 


高度 函数. 
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图 4一24 


因为 / =ci(s)  •  w。 所以 /(s)  =0 等价于 a(s) 与 w。 垂直 ，艮 P 
此 点的切 映射的 像在以 w。 为极点 的大圆 上 •由〜 *  (W0)<4 
可知 ，使/ " (5)=0 的点至 多只有 三个. 如果这 样的点 有三个 ，由于 
/G) 定义在 闭区间 [0，L] 上 ，有极 大值和 极小值 ，设 

/(S)  I  max  =  /(52  )  =  H2  , 

I  min  =  fisi )  =  H\ . 

如果还 有一点 A, 使得 /(s3)=0, 则它 只能是 /(s) 的 逗留点 ，而 
不 能成为 极值点 ，否 则由于 两个极 大点之 间至少 有一个 极小点 ，两 
个极 小点之 间至少 有一个 极大点 ，因而 至少有 四个极 值点. 这与 
^o)<4 矛盾. 因此 在曲线 （C) 上 ，高度 函数的 极值点 只能有 
两个. 

对介于 与 之 间的每 一个数 △ ，可作 一高 度为/ ^ 的截面 
rG)  •  %=/1， 以下 我们说 明这个 截面只 与曲线 （C) 有两个 交点. 

至少 有两个 交点是 清楚的 ，因为 从最高 点按曲 线的定 向到最 
低点时 ，至少 要与截 面有一 个交点 ，设 交点为 & ，另一 方面 ，从最 
低点 顺着曲 线的定 向到最 高点时 ，又至 少与截 面交于 一点， 设交点 
为 P2. 如 果曲线 （C) 上还有 一点在 截面上 ，不 妨设 这点为 P， 且 P 
是从 A 到 P2 的弧 段中. 由于 

/(Pi)  =  /(P), 

由中 值定理 知道， 在曲线 （C) 的 开弧段 中 ，必 有一个 极值点 （如 
图 4-25). 

同样 ，由 

/CP)  =  /(P2) 

得知， 在曲线 （C) 的 开弧段 g 中也必 有一个 极值点 • 再加 上最高 
(低） 点 ，曲线 （C) 上就有 三个极 值点， 这是不 可能的 ，所以 截面上 
只有两 个曲线 （C) 上 的点. 

把 ％ 的每一 个垂面 与曲线 （C) 相 交的两 点联结 起来后 ，得到 
一族 平行弦 ，再取 H,  H2 为直径 作圆盘 D， 以上 垂直于 w。 的平面 
也 与圆盘 D 相交成 平行弦 （如图 4-26). 我 们定义 如下的 拓扑映 
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图 4-25 


图 4-26 


它把圆 D 的平 行弦映 为曲线 （C) 上的 平行弦 ，于 是曲线 （C) 是圆 D 
的 边缘在 P 下 的像. 所 以曲线 （c) 是 不打结 的曲线 ，与 原假设 
矛盾. 

2.4 闭 曲线的 全挠率 

与全曲 率类似 ，我们 考虑一 条空间 闭曲线 的全挠 率. 

定义 一 条空间 闭曲线 （0:1*=以5)，0<5<1，1<5)是它的挠 
率 ，称 

•L 

t  =  r(s)d5 
Jo 

为曲线 （C) 的全 挠率. 

空间 闭曲线 的全挠 率的取 值可在 正负无 穷之间 ，即全 挠率没 
有 上限和 下限. 但对于 球面闭 曲线， 其全挠 率为零 ，为证 明此结 
果 ，我们 先给出 下面两 个引理 • 

引理 1 半 径为尺 的球面 上一条 闭曲线 （O, 经 相似变 换到单 
位球面 （s) 上， 其像为 （r)， 则 （c) 与 （r) 有 相同的 全挠率 （如图 
4-27). 

证明 设 (D 的 方程为 r=r(5)， 则 （C) 的 方程为 r*  =Rr(s). 
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=  Rr\s),  图 4-27 

所以 


—  1  (rr *r)  1  (rr *r)  1  , 、 

rc(5)  -  R  7i^Vy-R  W  =  ^(5)* 

由于 这一映 射是保 形映射 ，所以 两球面 上的第 一基本 形式成 比例， 
比例系 数为兄 因 而曲线 （c) 上 的弧长 5*  =仏， 所以有 

〜=1。去一5  =  1:一  =  ~. 

引理 2 单位 球面上 的曲线 （C)， 若匕关 0, 则 

•  • 

k  k 

…  k  Vk2  —  1 

其中 £=士1. 

证明 设单位 球面上 的曲线 （C):r=rG). 由于 

〆 = 1，  . 

从而有 

r  •  a  =  0, 

所以 

ama-\-r»kp  =  09 
即 

I  kr  •  p  =  0. 

由 上式得 

kr  •  p  kr  •  p  +  kr  •  p  =  Q ， 
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利 用伏雷 内公式 ，化 简后得 


若令 —  r， 由于 
则有 


— 冬  +  krr  •  y  =  0. 

k 

kg  =  ky  •  n  =—  kr  *  y ， 


J  +  Tkg=0. 

但 是单位 球面上 曲线的 法曲率 t  =  l, 并 且由于 

kl  +  k\  =  k2  , 

所以 

kg  =  e  —  1 ，  e  =士  1. 
因此当 kg^0 时 ，有 


= —丄 =—  k 

kkg  e  k  Vk2  -l' 

定理 球 面上正 规闭曲 线的全 挠率等 于零. 

证明 把所给 岀的球 面闭曲 线作空 间相似 变换. 变到 单位球 
面 （s) 上， 则得单 位球面 （s) 上 闭曲线 （r). 由引理 1 可知， 原曲线 
(c) 与 (r) 有相 同的全 挠率. 

1° 设 在整个 闭曲线 （r) 上 匕关 0, 则匕 恒 为正或 恒为负 ，这 
时 (r) 的 全挠率 

t  =—  e  [ - 走心  … = earccsc  k(s)  =0. 

Jo  k  Vk2  -1  0 

2° 设在 闭曲线 (D 上的一 些点处 心=0, 这时 假定在 
上 有有限 个这样 的点. 例如 0  =  各点 .因 

而在 开区间 （HA) 里匕 不 变号. 若在 闭区间 [ShA] 上 kg=Q， 
则该区 间对应 (r) 上的 是一段 测地线 ，即 大圆弧 ，因 而是一 段平面 
曲线， r=0, 所以 
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rds  =  0. 


若在 开区间 （A-i ，s,) 上 匕 总大于 零或总 小于零 ，则 e 值 固定， 


rd5= —  e 


si 

5i-\  k 


_^ds__ 

s/k1  —  1 


= earccsc  k(s) 


=  0. 

把各小 区 间上的 积 分相加 ，得 (r) 的 全挠率 


W.  Scherrer 在 1940 年证 明了这 个定理 的逆定 理:若 M 是三 
维空间 的曲面 ，对曲 面上的 任何闭 曲线有 Jnb  =  0, 则 M 是平面 
片或球 面片. 我们在 这里就 不再讨 论了. 


1. 命 •⑴ 是空间 曲线. 设 尺是一 正实数 ，求 证曲 


线 （C) 的长度 至少是 2ttR 

2. 考虑第 2 题图 中一条 由三个 半径为 2 的 圆弧构 成的逐 段光滑 的平面 


正规非 凸曲线 （C), 计 算曲线 （C) 的全 曲率. 

3.  命 (C) 是单位 球面上 的曲线 ，它的 方程是 
r  =  {cos  s，sin  s，0} ,  0  ^  s  ^  2tc. 

验证 Crofton 公式 对曲线 （C) 的正 确性. 

4.  证明 ：对于 球面上 任意闭 曲线有 

J(r/^)d5  =  0, 


其中 r 是曲线 的挠率 4 是 曲线的 曲率. 
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§3 曲 面的整 体性质 


3.1 曲 面的整 体定义 

定义 R3 中 的子集 M 称为简 单曲面 或简称 为曲面 ，如 果在 
R2 中 存在一 组开集 {RUa 和 相应的 映射人 MaCR3 使得 
1° 每一 个映射 /a:R—Ma=/(L7a)CM 是 R2 中的 开集到 
M 的子集 Ma 的 同胚； 

2°  {Ma} 构成 M 的开 覆盖 ，即 UaeJV^^M， 其中 Ma 称为 M 
上的坐 标域， 

Ua  =  /71  ：Ma  ^  Ua 

称为 M 上的 坐标 函数， M 上的全 体坐标 域和坐 标函数 的集合 
{(]\^，〜）^}称为1^ 中曲面 M 的 图册； 

3° 若 对于 MaflMp 中的 点有两 种坐标 （如图 
4-28) 


ua：Ma-^UaCZR2 , 

up：Mp-^Up(Z.R2 , 

则存 在同胚 

U 戸。 u:1  ：ua(Ma  n  M^)  -►  Up(Ma  n  M 戸）， 
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如果 LTa  =  乂 （Ma ) 和 ％  〜 （Mp) 上点的 坐标为 U】 ， W  ) 和 

(4 ，4)， 那 么上述 映射可 表示为 

Up  =  u^Cul ，wf  ) ， 1  =  1,2, 

这是 Ma  fiM# 上 局部坐 标变换 公式. 

定义 设 R3 中曲面 M 的局 部坐标 变换公 式中， 所有函 数都是 
C 类的 ，则 M 称为 (^类 曲面. 以后我 们讨论 的都是 CT 类 曲面. 

例 1 球面 

考虑 R3 中 的球面 （5):<2：2+3；2+2：2=/，取（1§)的两个开集 

叫 (:， 一  e ⑸卜 }， 

S2 :  { (*3：，：y，:)  6  (S)  z  > -  | , 

构 成了球 面的开 覆盖. 

用 球极投 影定义 坐标映 射如下 (如图 4-29)： 以北极 N(0,0,r) 
为投 影中心 ，把 \ 投影到 R2  =0x3； 平面 ，于是 得到坐 标映射 


即 


图 4-29 
Ui  :S】— R2 ， 

u\_  =  r 
x  r  _  z 


所以有 
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同理 


d  = 


rx 


u\  = 


ry 

r  —  z 


再 以南极 S(0,0, —  r) 为投 影中心 ，把 S2 投影到 R2=Ox3； 平面， 
对 应的坐 标映射 


于是有 


uz :  S2  ~ ►  R"*  9 


这时要 考虑将 投影到 Oxy 平 面上时 ，其像 是否为 R2 
中的 开集. 对 于函数 A  :&—圮， 求其 逆函数 ，即从 函数表 达式中 
解出 J：、：y、z. 将 


x  = 


u\  (r  —  z) 


及: y 


uHr-z) 

r 


代入 方程: r2+y+d  =  r2, 得 

(Mi  )2  (r  —  z)2 十 (u：)2  (r  ~  z)2  +  之 2  _  〆 

于 是得到 


rCCuiy  +  Cufy-r^J 

(ul)2  +  (u!)2+^  9 

u\  (r  —  z)  _  2r2  u\ 

r = (心2  +  (“?)2+〆， 

u\{r—z)  _  2r2 u\ 

r =  (uD2  +  Cul)2 


因为 


(w{  )2  +  (wf  )2  = 


r2  (x2  +  yz)  _  r2  (r2  —  z2) 
(r  —  z)2  (r  —  z)2 


= r^(r+z) 
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r  一  z 


r 

r  — T 

所以 R2 中的 开圆盘 （W  +  (w? )2<3r2 ，是 开集. 
同理， 对于心 ：S2— R2 解出： c，：y，z， 

2r2^ 

工— (^)2  +  (^)2+r2> 

= _ Ir^ul _ 

37  —  U)2  +  U!)2+r2, 

_  rir^  -  {u\y  -  ium 

Z  (W)2  +  (W)2+r2  ’ 

所以 1/2=叫（52)也是只2 中的 开圆盘 （14)2  +  (14)2<3/，也是开 
集 ，因 此球面 是简单 曲面. 

对于 SiAS 上的点 

|(X，3；,Z)  U2+y+2T2  =  ^,~  y<2：<y|, 

有同 胚映射 

M2  0  w  1 :  L/\  (72 ， 

相应的 局部坐 标变换 公式是 

!  _  r2^ 

“2  —  Ui)2  +  (W)2, 

u2  =  ^U\ 

2  —  (W+(“?)2, 

这是 C°° 类函数 ，因此 球面是 CT 类 曲面. 

例 2 二 次锥面 （如图 4-30) 

{  (jo.y^z)  6  R3  |  x2  ~\~y2  —z2  =0} , 

取 开集族 

C\  :  {  (x9y9z)  ^  R3  |  jc2  +  y2  一  z2  =0， 0  <  z  <  e} ， 
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Ci  :  { (x，3；,z)  6  R3  I  x2  +  ：y2  —  z2  =  0 ， 0  z  <i  ne}  j 
C\：{Cx,y9z)  6  R3  I  x2  +  ：y2  —  z2  =0,  — e  <  z  ^  0} , 


C5:{(x，：y，z)  6  R3  I  x2  +  y2  —  z2  =0， —  ne  <C  ^  ^  0 } , 


用 垂直于 Qrj 平面 的投影 定义坐 标映射 如下： 
u\ :  C[  R2  9 
xl  =  xy  y  =  y9  z{  =  0, 
u{  iC{  - ►  R2 ， 

^  =  X， y  =  zJ  =0. 

由于 

(•r:)2  +  (y)2  =  x2  +y2  =  z2  <\k\2  y 

所以是 开圆盘 ，是 R2 上的 开集. 这样就 整体地 定义了 锥面. 

对 于函数 

Cu[  )-1  ：2：  =  \! (x1)2  +  (y  )2 ， x  =  X1 ,  y  =  yi 

在 （0,0) 点不 可微， 故函数 
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心  uir1 

在 ana 上 不是处 处可微 ，所 以二次 锥面不 是光滑 曲面. 

3.2 曲 面的一 般性质 

(1) 曲面的 定向性 

定义 曲面 M 称为 （可） 定向的 ，如 果它 的局部 坐标经 过适当 
排序后 变换公 式的雅 可比行 列式恒 大于零 ，即 

d(u\  ,^2>  ^  0 

实例 球面 是可定 向的. 

由球面 的局部 坐标变 换公式 

!  r2u\  2  _ 

U2  =  u!)2  +  u?)2, 吣一  cu\y  +  cu\y9 

可得 

du\  3u\ 

d{u\,u\)_  ^  du' 

d(u\  ,Mi)  3u\  dj4 

du\  du\ 

r2  [ ( Mi  ) 2  一  (w{  )2]  —  ^r2  u\  u\ _ 

[U)2  +  U?)2]z  ~[(ul)2  +  (u5)2]z 

2r^u\u\  /[(W  —  UD2] 

— [(W  +  U?)2]2  [U})2  +  U?)2T 

— _ ^ _ <0 

— [Ui)2  +  U?)2]2  < 

改 变坐标 （w,w) 的次序 ，则雅 可比行 列式恒 大于零 • 

(2) 曲面的 紧致性 

定义 一 个简单 曲面是 紧致的 ，如 果它是 R3 中的紧 致子集 • 
根 据有关 紧致集 的性质 ，容易 得到紧 致曲面 的等价 定义： 

1。 曲面是 紧致的 ，当且 仅当它 的任何 一个图 册都可 以只包 
括 有限个 坐标域 • 
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2° 曲 面的任 何一个 开覆盖 ，都 有有限 子覆盖 ，则曲 面是紧 
致的. 

3° 曲面是 紧致的 ，当 且仅 当它是 R3 中 的有界 闭集. 

例 3 球面 是紧致 曲面， 因为它 是有界 闭集. 

例 4 椭圆拋 物面不 是紧致 曲面. 

楠圆拋 物面的 方程为 

S  +  Z  =  2之， 

p2^  q2  ' 

取 坐标域 

M„  =  6  R3  ^2  +  ^2"  =  2zjZ  <  w|  , 

其中 77=1， 2， 3， … • 

坐标 映射为 

u„ :  Mn  —  L/„  6  R2 ， 
u\  =  x,  ul  =  y. 

在这个 图册里 ，坐 标域的 个数是 无限的 ，且不 可能只 取出有 限个而 
构 成曲面 的图册 ，所 以椭圆 拋物面 不是紧 致的. 

设 M 是 R3 中的紧 致曲面 ，它 必在 R3 中有界 ，令 
Br  =  {P  e  R3|  |OP|<r}, 

则存 在最小 的正数 r， 使得 艮 ，于是 我们有 

命题 M 是 R3 中 的紧致 曲面， r 是使得 MC=Sr 的最小 正数， 
那么 一定存 在一点 使得 |  OP  |  =r. 也就 是说， MflSr^0， 
其中& 是 半径为 r 的球 面. 

证明 令 r„  =  r— 丄 （n>0) ， 根据 r 的选择 ，我 们有 
n 

M-(Ern  fl  M)  ^0. 

令 

Pn  e  M-{Brn  n  M) 匚  M， 

则存 在序列 (点列 仍记为 P„) ，由于 M 紧致 ，所以 必 收敛于 
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P6M. 即  lim|Of^I|=r，也就是|OP|=^•• 

定理  M 是 R3 中的紧 致曲面 ，则 一定存 在一点 P， 使得 P 点 
的高 斯曲率 K(P)>0. 

证明 令 r 是 MCZE 的最 小正数 ，根 据上面 的命题 Srf]M^ 
0. 再令 Pe&flM， 经 坐标的 旋转变 
换 ，使 P 点转到 z 轴上 (如图 4-31), 

则 |OP|  =r •是 曲面的 向径长 度的最 
大值 (即 M 上点到 原点的 最大距 离）， 

若距离 函数用 d 表示， max^=|OP| ， 

即在 P 点有〆 (P)=0，c /〃 (P)<0 .取 
M 上过 戶点 的曲线 ^ 设 

(T：r  =  {fit)  jg(t)  9h(t) } , 

其中  hdt)=daOcos  yG)(y  是  i  所  图 4-31 

对应 的点的 向径与 ％ 轴的 夹角） ，在 P 点有 

r(P)  =  {/(0)  9g(0)  9h(0)}  9 

切 向量为 

r(P)  =  {/(0)9g(0)9h\0)}. 

但是  ’ 

h'(0)  =  (i’(O)cos  y(0)  —  rf(0)sin  y(0)  •  y’（0) ， 

而 y(0)=0, 所以/ /(0)=0. 即切 向量平 行于： cO：y 平面. 但球面 
&上 P 点的切 向量也 平行于 xOy 平面 ，所以 M 与义在 P 点有 
相同的 法向量 《 和相 同的切 平面. 设 JC 与 M、 & 都相切 ，令 7T 是 x 
和 n 所决定 的平面 ，那 么曲面 M 在 X 方 向上的 法曲率 t 是 tt 门 M 
的曲率 ，它与 &在 P 点的法 曲率有 相同的 正负号 ，显然 |  > 

丄 •当 々1 ，々2 是 P 点的主 曲率时 yK  =  ki  •  k2^\^>0. 
r  r 

推论 1 在 R3 中不可 能存在 K<0 处 处成立 的紧致 曲面. 

推论 2 在 R3 中不 可能存 在紧致 的极小 曲面. 

证明  K=— 心匕= 一々? <0, 这是 不可能 
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的.  2^=0，^  =心=0, 则它 是平面 ，不是 紧致的 • 

(3) 曲面的 连通性 

定义 R3 中的 简单曲 面是连 通的， 当它是 R3 中 的连通 子集. 

等 价定义 R3 中的 简单曲 面是连 通的， 当它不 能表示 为两个 
不相 交的开 子集的 并集. 

定义 简单 曲面称 为弧连 通的， 当对曲 面上任 何两点 总存在 
曲面上 的连续 曲线联 结这两 个点. 

定理 R3 中的曲 面是连 通的充 要条件 为曲面 是弧连 通的. 
(证 明略 . ） 

这个 定理实 际上给 出了曲 面连通 性的另 一种识 别方法 ，这对 
于我们 研究曲 面的连 通性是 有益的 • 

实例 球面、 椭球面 、单叶 双曲面 、环面 、锥 面都是 连通的 •双 
叶 双曲面 、双曲 柱面不 是连通 曲面. 一般 我们只 研究连 通曲面 ，这 
一 点以后 不另加 说明. 

3.3 卵形面 

定义 R3 中 的曲面 M 称为 凸的 ，如 果对于 M 上每 一点: r， 都 
有高 斯曲率 K (: c)〉0. 

定义 R3 中的 紧致的 凸曲面 称为卵 形面. 

实例 球面 、椭 球面是 卵形面 ，单叶 双曲面 、双曲 拋物面 、环面 
都 不是卵 形面.  _ 

(1) 阿达马 （Hadamard) 定理 

阿达 马定理 设 M 是 R3 中 的定向 紧致无 边缘的 凸曲面 ，则 
高斯 映射是 一一 的且 在上的 • 

证明 先 证明在 上的. 

在单 位球面 （S) 上任取 化， 因为 M 是有 界的， 则总能 找到垂 
直于 〜 的平面 7T 及; /， 使得 M 介于 两平面 之间. 设 7T 是〜 所指 
方向上 的那个 平面. 因为 M 是 R3 中的 闭集， 所以总 可以在 Ml 
找 到一点 P， 使 P 到平面 7T 的距 离最小 ，自 P 点 向平面 7T 作 垂线， 
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垂足为 O •以 O 为 原点， w。 的 正向为 2 轴 的正向 ，建 立空间 直角坐 
标系. 在 M 上包含 P 点的不 大的邻 域内， 考虑过 p 点的任 意光滑 
曲线 CT， 设 

a:r  =  {/ ⑴ ，客 ⑴， 八⑴}, 

其中 AU) 是曲 线上点 KO 到 ；r 平面的 距离. 在 P 点有 
r(P)  =  {/(0),^(0),/i(0)} 

切 向量为 

r’(P)  =  {/’(0)，/(0)，/i’(0)}. 

由于 MO 在 t=0 处取 极小值 ，所以 

A’(0)  =  0， 

即 切向量 垂直于 Z 轴 ，亦即 切向量 垂直于 nQ. 由 于曲线 的任意 
性 ，可知 P 点处的 M 的 单位法 向量为 /iQ( 这时， P 点处的 切平面 
平行于 7T 平面） ，所以 /!。 的 高斯映 射的原 像就是 P， 因而高 斯映射 
是在 上的. 

以下 再证明 一一 的. 

高斯 映射的 雅可比 行列式 是曲面 M 与 它在单 位球面 （S) 上的 
像的 面积元 素之比 

\nu  X  nv\  dudv  —  LN  —  M2 
JrM  X  I  dudv  =  EG  -  F2  =  K>0, 

根据 逆函数 疋理， 局斯映 射在局 部上是 — * 一 ^的. 下 面证明 在整体 
上也是 一一 的. 

若 高斯映 射不是 - •的 ，则在 M 上存在 两个不 同的点 p 和 

Q， 经过高 斯映射 ，映成 （S) 上同 一个点 n(P)=n(Q). 由于 高斯映 

射在局 部上是 - 的 ，因 此存在 M 中 P 点 的邻域 L7 和 Q 点的邻 

域 V， 使得它 们在高 斯映射 的作用 下的像 相同， Bp 

n(U)  =  n(V). 

我们从 M 中挖去 V， 并研究 V 在 M 中的 余集上 的高斯 映射： 
n(M — V)  =  (S). 

根据 积分的 参数变 换公式 
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’  KdA=  f  (高 斯映 射的雅 可比） dA  =  f  da 

J  M-V  J  M-V  J  n(M-\T> 

=  da  =  4丌， 

J  (S) 

其中 dA 是曲面 M 上面积 元素， da 是球 面上对 应的像 的面积 
元素. 

但是由 高斯- 波涅公 式可得 

KdA  =  4 丌， 

J  M 

所以 

47T  =  f  K d A  =  [*  K dA  -f-  (*  K dA  =  4xc  KdA， 

J  M  J  m-v  J  v  J  v 

因而 

\yKdA  =  0. 

因为 K>0, 所以 V=0， 得到矛 盾. 

推论 卵形 面一定 位于它 的每一 点的切 平面的 同一侧 • 

证明 用反 证法. 

如果在 卵形面 M 上有 一点 A， 在 A 点 的切平 面的两 侧都有 
M 的点 ，由于 M 是紧 致的 ，所 以在切 平面的 两侧分 ‘别有 M 上的点 
B 和 C， 它们 离切平 面最远 • 

可以证 明吒3、(： 两 点处的 切平面 平行于 A 点处的 切平面 ，每 
一个 切平面 有一个 法方向 ，且互 相平行 ，这 样， A、B、C 三点 的法方 
向中 至少有 两个是 相同的 ，这 就破坏 了高斯 映射的 一一 性， 与定理 
矛盾. 

注意： 此推 论的逆 命题并 不正确 ，因而 不能用 它作为 卵形面 
的判 定法. 例如 椭圆拋 物面在 它的每 一点的 切平面 的同侧 ，但椭 
圆拋 物面并 不是卵 形面. 


① 证明 方法可 参看阿 达马定 理证明 中的有 关部分 • 
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(2) 球面 的刻画 


卵形 面中最 简单者 ，莫过 于球面 • 下面 将深入 讨论球 面的重 
要 特征. 

定义 设曲面 M 的每 一点处 其主曲 率是々 ！ 和 々2, 如果 主曲 
率之 间存在 某些函 数关系 

vuiki  9k2)  =  0, 

则称 M 为 Weingarten 曲面 ，简称 W  - 曲面. 如果其 中一个 曲率是 
另一个 曲率的 单调递 降函数 ，即 


dk2 

d^7 


<0 或 


则称 M 为椭 圆型 W_ 曲面. 

例 5 常平 均曲率 曲面是 椭圆型 W- 曲面. 因为 

JLJ  _  々1  +  々2 

H~~r~ 

所以 


C (常 数）， 


例 6 


所以 


k2  =~k,  +  2c (常 数） 

正常高 斯曲率 曲面是 椭圆型 W- 曲面. 因为 
K  =  ki  •  k2  =  c( 常数） >  0， 


■^(^1  )  =  ^1  *  k2  —  c (常 数） =  0. 


引理 1 如 果紧致 连通曲 面的每 一点都 是脐点 ，则此 曲面是 
球面. 

证明 因为 曲面是 紧致的 ，它 有有限 开覆盖 {iVUG^l， …， 72). 
在每一 个开集 M, 上， 由于每 一点都 是脐点 ，根 据曲面 的局部 理论， 
Mi 的高 斯曲率 为常数 K,， 但是在 M.HMj 上 所以 
K  =  K2  = … = Kn  =  K. 

因此 在整个 曲面上 ，高 斯曲率 是常数 根 据上节 定理， R3 中的 
紧 致曲面 一定存 在一点 P 使 K(P)>0, 所以在 整个曲 面上有 K  = 
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常数 >0, 因此 ，曲 面必属 于球面 ，但因 曲面是 紧致的 ，所以 曲面是 
球 面中的 闭集； 又曲 面上每 一点都 属于某 一开集 Ai •，所 以 它又是 
球 面上的 开集. 由于 曲面是 连通的 ，所以 曲面本 身是整 个球面 • 
引理 2 对于曲 面上的 非脐点 P。， 如果其 主曲率 t 和 h 在 
P0 点分别 为局部 极大值 和局部 极小值 ，则 K(Po)<0. 

证明 不 妨假设 取曲率 线网为 坐标网 ，则 
坐标 曲线的 方向为 主方向 ，这 时有 

CO\  =  k\ (1)^  »  CO2  =  k-20J2  y 

并且 

dot/  =  Cl)2  A  »  dct>2  =  Ub  A  » 
da>i  =  a>\  f\  co\  y  dcol  =  col  A  cof  9 
dan  =  col  A  a>3  =  — Ka> 1  /\  co2 . 

但是 

dcol  =  d^i  A  co1  +  ki  dco1  y 
dcol  =  A  co2  +  ki  da>2 . 

根据曲 面的结 构方程 

coi  八  d  =  dcof  =  d 走  1  八  a/  +  k\  dou1  > 
col  A  kzct)2  —  dcol  =  d^i  八  a;1  +  k\co2  A  co\  > 


所以有 


d々i  A  w1  +  (^i  —  kz、coz  f\  co\  —  0.  (4.  12) 

同 理可得 

Akz  f\  a)2  ~\~  (^2  /\  col  —  0.  (4.  13) 

因为 a;1 与 a>2 线 性无关 ，根据 Cartan 引理， dh 和 dh 可用 ⑴1 与 


o>2 线 性表示 ，命 


dki  =  2  kijU)j ，  i  =  1 ,  2 , 
i=i 
2 

= 〉 ]  kijico1 ，  i  y  j  —  \  y  2. 


因为 
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^iCPo)  =  max  々i(P)， 
是 2(Po)  =  min  k2(P)  9 


所以 

ky  (JP0)  =  0， 

并且 

^lit(P0)  <0， k2,(Po)  >09  i  =  1,2. 

由于 

d 是  1  f\  O)1  =  k\2C02  A  CO1  9 

dk2  l\  co2  —  k2\d)1  A  co2  > 

代入 (4. 12),  (4.  13) 得 

kUCO  A  ⑴1  +  (是 1  — 是 2  W  A  C«>2  =  0» 
k2iu)1  /\  co  +  (k2  —  ki)col  A  col  =  0. 

根据 Cartan 引理， 

(是】 一 =  ， 

所以有 

kuco2  ^  (O1  +  aw1  A  co2  +bd)2 八 o/  =  0. 

于是， 

CL  z=  k\2  • 

同样 ，有 

k2id)1  A  u)2  -\-aa)1  ^  co1  +bw2 八  a/  =  0'， 

从而 

b  =  k2i. 

因 此得到 

(灸 1  —— kz  )ct»i  =  k\2(ol  ~h  k，2\co  . 

把上式 再外微 分一次 ，得到 

( d々i  —  d^2 )  A  d  +  (是 1  — 灸 2 ) da>i 

= dik\2  A  k  12  da)1  ~\~  d^21  A  ~\~  k，2\  • 


由于 


dco\  =  —  Ka)1  A  CO2  » 
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d(t)1  =  Cl)2  A  Ct>2  = 


k\2COl  A  cu" 
k\  —  k2 


d々i2  =  k\2\00  +  k\2Z(t)Z  > 

d々21  = 々211 ⑴1  + 々212 ⑴ 2 ， 


cW  =  co1  A  coi 


k-2\COl  A  (Jt)2 
k\  —  k2 


所以 


— K(ki  一  k2  )(0  A  CD2 


= kl22co2  A  a;1  +k2Ucol  A  a/  +  -aL— 八 ⑴2 

々1  — 々2 


— (d^i  —  dk2 )  A  ct»i. 

但是在  P。 点 岣 （Po)=0，dMPo)=0，K& 


因 而得到 


-K(P0) = 


是 211  (Pp)  —  k122(Po  )  >  0 
k1(P0)-k2(P0)  ^ 


K(Po)  <0. 

定理 紧致的 、凸的 、椭 圆型 w- 曲面是 球面. 

证明 设 M 是紧 致的 、凸的 、椭 圆型 W- 曲面， 不妨设 M 在 
某开集 M, 上有 


k,(P)  ^k2(P)9 

并且在 M: 上存 在一点 P。， 使得 k1(P0)=max 々“/^，又因为妨 
是 椭圆型 W- 曲面 ，于是 62(尺）=111^2(尸），所以有 
^i(Po) 彡  h(JP)  ^k2(P)  ^k2(P0). 

如果 Po 不 是脐点 ，则 

K(P0)  <0, 

这与 M 是凸 的矛盾 ，所 以断定 R 是 脐点. 即有 
^l(Po)  =  k2(P0). 

因此 ，在 上每一 点都是 脐点. 以上 的讨论 ，对于 M 的坐 标覆盖 
中的 每一个 坐标域 M, 均成立 ，所以 M 上每一 点都是 脐点， 根据引 
理 1，M —定是 球面. 
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推论 1 紧致的 、凸 的常平 均曲率 曲面是 球面. 

推论 2 紧致的 、凸的 常高斯 曲率曲 面是球 面- 
附记 ：对于 R3 中的 紧致曲 面来说 ，推论 2 中的“ 凸的” 条件是 
不必 要的。 因为 ，根据 §3.2 中的 定理， R3 中的紧 致曲面 上总存 
在一点 PQ ，使得 在这一 点的高 斯曲率 K(Po)>0。 如果紧 致曲面 
是常 曲率的 ，则 它的高 斯曲率 所以 ，这个 曲面一 
定是 凸的。 于 是推论 2 就可以 改述成 李普曼 （Liebmann) 定理： R3 
中的紧 致常曲 率曲面 一定是 球面。 

(3) 卵形面 的刚性 

三维 欧氏空 间的一 个曲面 ，它的 形状一 般是由 其第一 与第二 
基 本形式 所确定 ，但 是如果 有这样 的曲面 ，当 我们在 保持它 的度量 
不变 （即不 改变曲 面的第 一基本 形式） 的 情况下 ，任 何变换 都不会 
改变它 的形状 ，这 样的曲 面称之 为具有 刚性的 曲面， 换言之 ，对具 
有刚 性的曲 面作任 何等距 变换， 都只是 改变它 在空间 的位置 ，而不 
能使 其扭曲 变形. 

下 面我们 将证明 ，卵形 面是具 有刚性 的曲面 ，为 此先介 绍一个 
代数 引理. 

引理 1 给 出两个 正定的 二次型 

Ar2  +  2Bxy  +  Cy2  和  A’x2  +  2B；xy  +  Cf y2 , 

如果 

AC-B2  =  Ad2 , 


则 


A-Ar  B-B/ 
B  —  B，  C-C’ 


<0, 


当 且仅当 A  =  A%J3  =  W,C=C 时等 号成立 • 

证明 因为 Ax2  +  2 Bxy + Cy2, 是 正定的 ，所以 


Ax2  +  2Bxy  +  Cy2  =  A 


工 


+  f4 


AC-B2 


-y 


>o, 


因此 
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A>0,  AC-J32  >0,  OO. 
经 过非奇 异的线 性变换 


=  aYx*  +  W ， 

d\  bx 

=  a2? 十 62：y* ， 

0-2  bz 

则 正定二 次型仍 变成为 正定的 二次型 

A*  u*  y  +2B*  X*  +C#  (，）2, 

并有 


A*  >0,  A*C*  -(B*)2  >0,  C*  >0, 


A# 

B* 

a\  6i 

2 

A 

B 

B* 

C* 

a2  b2 

B 

C 

同时 ，正定 二次型 Afx2+2Bfxy  +  Cy2 经过 非奇异 线性变 
换， 也变成 正定的 二次型 

A’*  (:c*  Y  +2Bf*  x*  +C“ （， ）2， 

并有 

A’*  >0,  A，*C “  -CBr*)2  >0,  C'*  >0， 


A，* 

d\  bx 

2 

Ar  Bf 

Bf*  C  “ 

ci2  bi 

• 

Bf  C 

因为 

AC-B2  =A/Cf-(B/)2, 

所以 

A*  C*  -  (B*  )2  =  A，*  C，*  —  ）2. 

以上说 明了在 我们的 问题里 ，经 非奇异 线性变 换后， 所有条 件都不 
改变. 因此 ，我 们可以 通过非 奇异线 性变换 来解决 问题. 不难找 
到 一个适 当的非 奇异线 性变换 ，使得 

JB*  =  Bf*  , 

同时有 

A*C*  =  ， C*  >0,  C“  >0， 

并且 
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= (A*  -A,#  )(C*  -Cf*  ) 

=-^(A#  —A，*  )2  <0. 

此外 ，如 果上式 等于零 ，则除 B*  =B，* 以外 ，我 们还有 

A*  =  A〜 ， 


A*  -Ar*  B*  — B，* 
B#  — B/#  C*  —  C’* 


从 而也有 

c*  =  c’*. 

引理 2(MinkowSki 积分 公式） 设 M 是 R3 中 的紧致 曲面， H 
和 K 分别是 它的平 均曲率 和高斯 曲率. 若函数 P 是原点 到曲面 
上 的点的 切平面 的距离 ，则有 下列积 分公式 

[ dA  +  [  pHAA  =  0, 

J  M  J  M 

I*  H  dA  +  f  pK  dA  =  0. 

J  M  J  m 

证明 设 r 是原点 O 到曲面 M 上点的 向径， M 的局部 表示是 
r=Kul ，m2)， 其 中坐标 网选取 正交网 ，并取 “上 的活动 标架为 

{ r ， a ， 忍 2 ， 右 3 } ， 

其中 q 和& 分 别是坐 标曲线 的单位 切向量 是 曲面的 
单位法 向量， 于是有 

p  =  r  •  e3  =  (r,^i ，e2 )• 

考虑 混合积 

(r,e3,dr)  =  (r  X  仏） •  dr  =  r  •  U3  X  dr)， 


若令 


r  •  e\  =  X?  r  •  e2  =  Y， 


则 


(r，e3  ,dr)  =  Yco1  —  Xco2 . 


可 以看出 （r，e3，dr) 是 与曲面 的局部 坐标系 的选择 无关的 普法夫 
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形式. 取它的 外微分 


d(r，e3，dr)  =  (dr,e3  ,dr)  +  (r,de3  ,dr) , 

在 上式中 ，元素 之间的 乘积是 外微分 的外积 ，所以 （d/*，e3，dr) —般 
并不 为零. 

根据曲 面的结 构方程 

dr  =  cu1  e：  +  co2 e2  >  de3  =  colei  +  col e2  > 
col  =  aw1  +  boo2 ,  col  =  boo1  +  ao2 » 


我 们得到 

d(r,^3  ,dr)  =—  2iex  9e2  ,e3  )col  A  co2 

+  (r,  , e2 )  icol  A  cv2  —  col  Aw1). 


由于 


(o\  —  —  coi  =  —  Ccicu1  ~h  bco" )  > 
co\  =  一  col  = _  (bco1  +  co)2  )  9 

所以 


(r,^i  ,^2  )  (a；3  A  (v2 — col  A^1) 
— (/*， 忍  1，忍2)( — a  —  c)col  A  co2 

= — (々1  +  是 2)(广，衫1  9^2  )  CO1  A  Cl/ 

=-2HpdA9 

从而有 


d(r,e3  ,dr)  =  — 2dA  —  2HpdA. 

把 上式两 边对整 个曲面 M 积分 ，由于 曲面是 紧致的 ，应用 斯托克 
斯公式 ，可 以得到 


d(r,e3 ，dr) 


(r，e3  ,dr) 


=  0, 


因而有 


[ dA+  [  pHdA  =  0. 

J  M  J  M 

再考虑 混合积 (r，^，d^) ， 它 也是与 局部坐 标系的 选择无 关的普 
法 夫形式 ，外微 分后得 
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d(r,^3  » de3 )  .=  (dr9e3 , d^3 )  +  (r,de3  ,de3 ) 

= (cl)2  /\  Cdi  —  CO1  A  Ct>3  )  ( ^1  9^2  »  ^3  )  H-  2(ctiJ  A  ) (广 ， 幻， 心 ） 

== (a  +  c)a/  八  a/  +  2p(ac  一  b2  )col  A  co2 
=  2HdA  +  2pKdA. 

把 上式两 边对整 个曲面 M 积分 ，根据 斯托克 斯公式 

\  HdA+  f  pKdA  =  0. 

J  M  J  M 

注 意：如 果我们 再考虑 混合积 （r，dr，c)， 其中 c 是任 一常向 
量， 则得积 分公式 

e3dA  =  0. 

J  M 

这 是因为 

d(r，df，c)=  (dr,dr,c)  =  (a/q  +  cvz e2  9C01  e\  +  od2 e<i  ,c) 

=  2U\  ,e2  9c)cvl  A  a>2  =  2e3  •  cdA, 

两 边在整 个曲面 上积分 ，得 

I  2e3  •  cdA  =  2c  •  e3dA  =  0, 

J  M  J  M 

所以 

j  €3  dA  0. 

J  M 

定理 （Cohn-Vossen 定理） 两个 卵形面 之间如 果存在 一个保 
长映射 ，则这 个映射 一定是 R3 中的合 同或对 称. 

证明 设两个 卵形面 M 和 AT 之间 存在保 长映射 
f：M — >M’. 

再设 m 与 ivr 的第一 、第 二基 本形式 分别为 I 、 n 、 I'、 n、 
由题 设知， 在映射 / 下 ，对 应点有 相同的 第一基 本形式 ，即 I  = 
I  ' 下面 我们要 证明在 M 与 iVT 之间 ，对应 点有相 同的第 二基本 
形式. 为方便 起见， 在曲面 m 和 ivr 上选取 适当的 坐标系 ，使 曲面 
在 对应点 有相同 的参数 W1 ，并在 M 上取 正交坐 标网， 由于 / 是 
保长 映射， 所以在 iVT 上也是 正交坐 标网， 
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CO1  =  y/Edul  9  CO2  =  y/GAu2  , 
(CO1)'  =  V^dw1,  dco2Y  =  ^du2. 

由于 M 与 iVT 上 对应点 有相同 的坐标 ，所以 

a)  =  Ai  (col  a)2  =  A2  Gw2  )  ’• 

但是 dw1 与 dV 线 性无关 ，将上 式代入 

a^y  +  ico2)2  =  (o^  +  u2)，2， 

即得 

(O1  =±(0/)%  CO2  =士（0>2)’， 

即 

Ai  =士  1 ，  久2  =士  1 ， 

适 当选择 坐标网 ，使 Ai  =A2  =  1. 这 样就有 

co1  =  (a/)’，  a)2  =  (cw2)’. 

由结构 方程得 

(W  \  1  ,  /  dco2 


^  =  +  (^Ta^)6"2  =  u ” ’， 

do>i  =  — Kco1  A  co2  >  dicol  )r  =  — K  co1  A  (o2  > 
K'  =  K. 


又因为 
所以 
我 们还有 

dA  =  co1  A  co2  =  (w1)’  八 （oi2)’  =  dAf . 

余下的 问题是 要证明 

QJl  =  (a>?)’，  col  —  i(i)D， . 

因为 

col  =  aw1  +  boo2  9  CO2  =  bci)1  +  ecu2 , 
dcolY  =  aUY  ^b\co2Y ,  (o>D,  =  b\coiy  +  cdco2y. 
所以只 需证明 

a’  =  a， b’  =  b， c’  =  c. 

设 
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则 


x  =  r  •  ex ,  y  =  r  •  e2  ^  p  =  r  •  e3 
Ax  =Ar  *  ex  +r  •  de} 

=  (^^1  +co2e2)  -  el  +r  •  (co2ie2+co3i  e3) 

=col  -\-ycol  +  pool 
dy  =dr  •  e2  +r  •  de2  , 

=  (,co1el  +co2e2)  •  e2  +r  •  (co12e1  +cole3) 

=co2  +XC02+  pcol 

计算微 分形式 •rk!/ 一 V 的外 微分： 
cKxCcwi)'  — 3；(<y?)’) 

=dr  八  icol)'  ~\~  xd{co\)f  —  dy  !\  (o>? )'  — ：yd(o^  )’ 

=  o/  A  icolY  +  pcol  A  CcolY  —  co2  A  {(olY  —  pcol  A  (w?)’ 
=  o /八 (col)'— CO2  A  (coiy  +  p(coi  A  (coD'  —  col  A  (o>i))/ 
= U’+c’ W  A  CO2  +  p(ac+ac  —  2bb/)col  Aco2 
=  2HfdA+pJdA9 

其中 

Hf= 


J=  ac-2bbf  +  acf 


= a’c  一  2bb’  acf  ac  一  b2  — 、a’ c’  一  b，z ) 

= ax:  -\-  acf  -\ -  a  c  —  a  c  —  b2  —  2bbr  +  b，2 
= ~b2)  —  lac  -  acf  —  ac  +acr  —  b2  -{-2bbf  —  b，2^\ 

=  2(ac  —b2)  —  [(a  —  a’）（c  —  c’） 一 （6  —  6’）2] 


把上式 两边在 整个紧 致曲面 M 上积分 ，根据 斯托克 斯公式 ，得 


2  HfdA  + 

J  M  , 


P 


(2K 


a  ―  a 

b-bf 


b  —  br 


)dA 


d(x(a^)  — y(coi  ) r)  =  f*  (x(a>2 ) r — yCco\ ) r) 
J  M  J  3M 
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=  0. 


所以有 


a  一  a  b  一  b’ 
b  —  bf  c  —  c 
根据 闵可夫 斯基积 分公式 


L/(2K— 


dA  =—  2 


HrdA. 


HdA  +  2  2pKdA  =  0, 

M  J  M 


可得 


P 


a —— a  b —— bf 
b  —  bf  c  —— c 


dA  =  2  (H —  ff’）dA. 
J  M 


移 动曲面 M， 使得原 点取在 M 包围的 区域内 ，此 时有 / >>0, 再根 
据引理 1， 有 

r  (H-H^dA^O, 


HdA^  HMA. 

4  J  M 

再计算 （K/U〗）一 /U?)) 可 以推岀 


所以 必须有 


因此 


于是 推导出 


从而得 


HfdA^ 


HdA 


HdA. 


HrdA, 


「 

a —— 

/ 

a 

6  —  6’ 

Jm^ 

b- 

br 

/ 

c —— c 

dA  =  0. 


a  —  a  b  —  b' 

b —— b>  c —— c 
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a  =  a\  b  =  b’ ， c  —  c  y 
即保 长映射 / 是 R3 中的 合同或 对称. 

给 岀两个 卵形面 M 和 AT ，我们 可以在 它们之 间建立 点与点 
之 间的对 应关系 ，为此 考虑高 斯映射 n:M—(S)， 根据阿 达马定 

理， w 是 - 的和在 上的， 因 此存在 逆映射 w  1 :  (S)-^M. 

同理 ，对 于曲面 也 有映射 (S) 1  :(S)—M'. 
这样， 以单 位球面 为桥梁 ，就在 M 与 斛'之 间建立 了点的 一一 
对应 关系. 

考虑 两个卵 形面在 对应点 有相同 的高斯 曲率的 情形： 

Kln^XOl  = 

我们 有如下 的定理 

定理 给 出两个 卵形面 M 与 AT ， 如 果对于 (S) 有 
KC/rH?)]  = 

则 m 与 ivr 只差一 个空间 合同或 对称. 

证明 如图 4-32 所示 ，球面 （S) 上 任一点 $ 分 别对应 M 和 
M' 上的点 n-Uf) 和 在 （S)、M、iVT 上 取相同 的局部 坐标， 


图 4-32 
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使得 1  ($) 、n/_ 1  (^) 有相同 的坐标 （M1  ,u2). 

在 M 上选 取一活 动标架 ，设 其对应 的相对 分量为 o/ 、o>2 、o>? 、 
o4、d, 通 过映射 （/T1)*  (称 为扯 回映射 ，它把 M 上的 相对 分量扯 
回到 （S) 上） 把这 些普法 夫形式 诱导成 （S) 上 的普法 夫形式 ，由于 
我们取 了相同 的局部 坐标， 我们就 可以把 （S) 上的 对应普 法夫形 
式 仍记成 

u)1 -xCVi  >a>i  ^Q)\ . 

同样 ，在 ivr 上 选取活 动标架 ，设 其对应 的相对 分量为 u1)'、 
uy^y^coiY^coiy. 映射 （，— 1 广把 ivr 上的 相对分 量诱导 
成 （S) 上 的普法 夫形式 

(a/  )  ’ 、 (o»2  )  ’ 、 (o>? )  ’ 、 (心 ） ’ 、 (o^  ) ’• 

由于 M 与 iVT 上的 对应点 的法向 量相同 ，即 
n  =  n  (e3  =  e3’） ， 

于是有 

de3  =  de3\ 

也就是 

de3  =  colei  - \- co\e2  =  (a>J  )^i  +  (^3)^2  =  de3f . 

旋转 M' 上的活 动标架 ，使得 ☆//，，&//‘， 就有 

col  =  (col)\  col  =  (col)\ 

现在 我们希 望证明 

CO1  =  (a/)’， w2  =  (a>2)’. 

如果能 证明这 一点， 则映射 或 M 保 
持第一 基本形 式不变 ，于 是根据 Cohn-Vosseri 定理 ，它一 定是空 
间的 合同或 对称. 

根据结 构方程 

dcol  =  col  /\  col  A  a/ ，  (4.14) 

因为 K>0, 所以 与 一样是 （S) 上线性 无关的 普法夫 
形式 ，因 而我们 可以设 

CO1  =  Act)\  +  Bcol  >  CO2  =  Bcol  +  Cd)2  9 
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(w1  )  =  A  (a>i  )  B  (col  ) '  =  A’cof  +  ， 

U2V  =  B\co\y  +  C\co\Y  =  BWr  +  Ccol 
由 （4. 14) 有 

dcoi  =  COI  /\  C03  =  —  Kct) 1  A  CO2 

=- K{Aco\  +  Bcol)  A  (Bcol+Ccol) 
=-K(AC-B2)col  A  col 

同理， 

ddcolY—  KUfCf  -  B/2)dco\y  A  CcolY 
=-K(A,C,-B/2)o>?  A  col. 

所以 

AC  -  B2  =  AfC  -  B，2  = 

现 在我们 要证明 A=A\B  =  B\C=C\ 

计算 混合积 (r，r'，d〆） 的 外微分 
d  (  r ， 〆 ， d〆 ） = ( dr ， 〆 ， d〆 ） +  (  r ， d〆 ， d〆 ） 

= (col  ex  ~haj2e2  ,  (a;1  V  ex  +  (,co2)fe2 )  + 

(r，（a/  +  (oj2):2 +(V)>2) 

= [c</  八 (,co2Y  ~cv2  A  (cw1  )’](q ，〆，&)  + 
[(a/)’  八 （w2)’ 一  (a;2)’  八 (a)1  )/](r,^i ，e2). 
令 

P  =  ir,ex ，e2) ， pf  =  0’，q  9e2)  9 

则 上式为 

d(r9/9d/)  =p/[—co/  A  (co2)，+  a>2  A  (co*)’]  + 
p[2(co1)/  A  (a/)’]. 

但上 式中的 

_ a)  A  (w2)’+a/  A  (a/)’ 

=- (AojI+BcoD  A  (B/co\+Cfcol)  + 

(Bco\  +  C02  )  A  (A’c^+B’a；i) 

= (-AC'  +  BB'  +  BB'-A'Oco3!  \  col 
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A -A'  B-Bf 
B-Bf  C-C 


jo»i  A  col  j 


U1)7 八  Cco2Y=  dA'col+B^D  A  (Bfco\+Cfajl) 
= (A’C’  一  Bf2)co\  A  col 

= ~^(Oi  A  Ci)2  > 


d(r，r’ ，dr’） 

二' ㈡-外 •臺卜 
= [p'\Ab-b'  5:】'|  +  臺("’)卜‘ 

将上 式两边 在球面 上积分 ，根据 斯托克 斯公式 

L.UH:  / 


\b-b,  c-C 


=  d(r，〆 ，d〆） = 

J  (S)  J  3i 

再计算 d(r，/，d〆）， 可 以推出 


(r，〆 ，d〆） =  0. 


'  f  A  —  A!  B  —  B,  9  t  \  o 

Ll^  B-Bf  c-C  +K^P  ~p)r  A-2=0 - 

把 上两式 相加得 

r  ,  A-A,  B-Bf  ,  , 

L(p  +  />)  B-B^  C-C  ^  AaJ2=0. 

移动 M 和 iVT 的位置 ，使 /)>0 且 〆>()， 但根据 引理有 
I  A- A7  B-B'\ 


因此 ，只 可能有 


\B-B,  C-C  I 

A  — A'  B-Bf 
B-Br  C-C 
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再根 据引理 就得到 


A  =  A\  B  =  B\  C=  C\ 

3.4 完 备曲面 

(1) 测地完 备曲面 

在第 二章中 ，我 们已经 讨论过 测地线 ，即 曲面上 测地曲 率处处 
为零 的曲线 • 设 P 是曲面 M 上一 点， TP(M) 是曲面 M 在 P 点的 
切 平面. 给出 M 在 P 点的 一 个 切向量 t；  6TP(M)， 则在 M 上 P 
点的 充分小 的邻域 内 ，存在 一条从 P 点出发 并切于 v 的 测地线 
C(0U=O<6)， 使得  C(a)  =  P9C(t)(t：U. 

在第二 章 §  6.4 中 ，我们 还证明 了：给 出曲面 艏 上— 个充分 
小 的邻域 LT， 对于 中任 意两点 ，总存 在一条 联结它 们的测 地线， 
使得 这条测 地线是 曲面上 联结这 两点的 曲线中 弧长最 短的. 

我们 现在提 出的问 题是： 以上关 于曲面 上测地 线的局 部的结 
果能 不能整 体地推 广到曲 面上. 对于 一般曲 面是不 能的， 举两个 
简单的 例子： 圆柱面 上的直 母线是 测地线 ，但 是如果 直母线 上有一 
个窟窿 ，则 联结 窟窿两 侧的直 母线上 的点的 这条测 地线不 存在； 球 
面 上的大 圆弧是 测地线 ，但 是如果 这个大 圆弧上 有一个 洞的话 ，那 
么从大 圆弧上 一点出 发的并 切于大 圆弧的 测地线 沿着大 圆弧延 
伸， 延到这 个洞旁 边就延 伸不下 去了. 因此， 只是对 于一些 特殊的 
曲面 ，第 二章中 关于曲 面上测 地线的 局部上 的结果 才能整 体地推 
广到 这些曲 面上. 这些 特殊的 曲面就 是完备 曲面. 例如没 有窟窿 
或洞 的球面 、圆 柱面就 是完备 曲面. 

在这一 小节中 ，我 们将先 讨论测 地完备 曲面. 下面我 们先定 
义从 切平面 TV(M) 到曲面 M 上的指 数映射 • 

定义 设曲面 M 在 P 点的 切向量 v 的长度 为£ ，即 卜 |  =e ，作 
M 上从 P 点岀发 并切于 t； 的 测地线 C(5)(0<5<e) ，其 中参数 s 是测 
地线的 弧长. 我们 把这条 测地线 的终点 C(e) 记成 exPp(t；)， 于是我 
们 得到从 切平面 TP(M) 到曲面 M 上的 映射 
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expP  :  TP(M)  —  M，v  |-^expP(  t; ) , 

这个 映射称 为曲面 M 在 P 点的 指数 映射. 测地线 的终点 C(e)  = 
expP(t;) 称为 切向量 t； 在指数 映射下 的像. 

对于一 般曲面 M 来说 ，在 P 点 的指数 映射只 是在这 一点的 
切向量 v 的长度 充分小 时才有 定义. 也就是 说：必 须要求 v  6 
TP(M) 的 像属于 M 上 P 点的 充分 小邻域 L7 时才有 定义. 换言之 
指 数映射 expP 的定 义域是 切平面 TP(M) 上以 P 为 中心半 径充分 
小 的实圆 （ball). 现在的 问题是 ：指数 映射的 定义域 能不能 扩充到 
整个 切平面 TP(M) 上呢？ 上面 已举例 说明， 一般来 说是不 能的， 
只是 对于一 些特殊 的曲面 才是可 能的. 

定义 如果对 于曲面 M 上任 何一点 P 以及 P 点任何 一个切 
向量 v  G  TP(M)， 指 数映射 expP(  t；) 都 是有定 义的. 即对于 
VP6M,  V  X；  6TP(M), 在 M 上存在 expP(t;)， 则我们 把曲面 M 
称为测 地完备 曲面. 换言之 ，对 于一个 曲面， 如果从 它的任 一点出 
发 的测地 线可以 无限延 伸的话 ，则这 个曲面 就是测 地完备 曲面. 
以上 两种测 地完备 曲面的 定义是 等价的 • 

定义 设 M 是测 地完备 曲面， P 是 M 上一点 ，在 切平面 
TP(M) 上以 P 为心 3 为 半径的 圆在指 数映射 expP 下的像 ，称为 
曲面 M 上以 P 为中 心的测 地圆. 它的 半径是 M 上从 P 点 出发长 
度为 3 的测 地线. 

通过指 数映射 ，我 们可以 把曲面 M 在 P 点的 切平面 TP(M) 
上 圆的性 质转移 到曲面 M 上面 得到测 地圆的 性质. 例如： 切平面 
上的 圆把切 平面分 成内部 和外部 ，联 结内部 点和外 部点的 任何曲 
线必 与圆周 相交； 所以类 似地， 曲面上 的测地 圆也把 曲面分 成内部 
与外部 ，联 结内 部点和 外部点 的曲线 必与测 地圆周 相交. 此外 ，切 
平面的 实圆是 紧致的 （即可 有限覆 盖的） ，则 曲面上 的测地 实圆也 
是紧 致的. 

(2) 曲面上 的距离 

从 这一小 节开始 ，我们 总假定 曲面是 连通的 ，这 一点不 再重复 
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说明. 此外 ，我 们提醒 读者注 意本章 3.2 节的一 条定理 ，它 说明： 
连通的 曲面一 定是弧 连通的 ，即任 给曲面 上两点 ，存 在联结 它们的 
曲线. 由 于我们 假定所 讨论的 曲面是 CT 类的 ，所以 我们还 假定： 
联结曲 面上任 两点的 曲线是 逐段光 滑的. 

任 给曲面 M 上两点 P 和 Q:C ⑴ 

W 是联结 P 和 Q 的逐 段光 滑曲线 ，即 CU)  =  P，C(6)=Q， 
c(ou<a<A+1， £=o,  1， … ，幻是 类曲线 ，我们 把这条 曲线记 
成 它的长 度可以 定义为 

kCpq)  =  \  C\t)\dt. 

i  =  0  ^  li 

定义 我们 把曲面 M 上两点 P 和 Q 的距离 定义为 ：联结 P 
和 Q 的任 意曲线 Cpq 的长 度的下 确界， 

cKP ，Q)  =  inf[KCpQ)]. 

CPQ 

命题 曲面 M 上的 距离具 有以下 性质： 

1)  ddP，Q)=d(Q，P); 

2)  d(P9Q)+d(Q9R)^cKP,R)； 

3)  d(P，Q)>0 而且 d(P,Q)=0 当 且仅当 P  =  Q， 因此 ，曲面 
M 对 于距离 c/ 来说 ，是一 个度量 空间. 

证明 性质 1) ，2) 和 3) 的 前半部 分可以 从距离 d 的定 义直接 
推出 ，下面 只证明 ：性质 3) 的后半 部分. 

如果 P  =  Q， 考虑常 值曲线 CU) 三 P 或 QU<^<6) ，则 显然有 
Z[C(O^P]  =  0. 对 于其他 任何以 P 为始点 和终点 的曲线 来说， 
Z[CPP]>0, 所以 

inf  [Z(Cpp)]  =  Z[C  ⑴ = P]  =  0. 

CPP 

反之 ，如果 d(P，Q)=0. 我们用 反证法 ，设 Pt^Q， 则存在 M 
上以 P 为中心 ，充分 小正数 3 为 半径的 测地圆 ，使得 Q 点在 测地 
圆 的外部 ，但 是任何 联结测 地圆心 P 和 外部点 Q 的 曲线必 与测地 
圆 周交于 一点尺 ，于是 
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Z(Cpq)  =  Z(CP/?)  H-ZCC^)  ^8+KCm)>d, 

即  d(P，Q)=inf[KCpQ)]>^>0, 与假设  d(P,Q)=0 矛盾. 命题 

CPQ 

证毕. 

推论  1  |c/(p， 尺） 一以0，尺） |<d(P，Q) 

推论 2 设 i5。 是曲面 M 上一 固定点 ，则 M 上的距 离函数 
d(P)  =  d(Po，P)， P  e  M 
是 M 上的连 续函数 ，即 

limrf(Q)  =  dCP). 

Q-P 

证明 任给 小正数 e， 取更小 的正数 沒 <e， 则当 d(P，Q) 

<占 时， 

|  d(P)-  d(Q)  I  =  I  d(P0，P)—  d(P09Q)\<  d(P9Q)  <d<e. 
(3) 测地 完备曲 面上测 地线的 最短性 

对于一 般曲面 来说， 测地线 在局部 上是最 短的. 但是， 在这一 
小节中 ，我 们将指 出：对 于测地 完备曲 面来说 ，测地 线在整 体上也 
是最 短的. 

定理 如 果曲面 M 是测地 完备的 ，则 对于 M 上任 两点 P 和 
Q 来说， 联结它 们长度 最短的 曲线是 测地线 （如图 4-33). 


证明 任 给两点 P，Q6M， 设 它们的 距离是 ^(P,Q)=r>0, 
我们 希望指 出：存 在一条 联结点 P 和 Q 的测 地线， 它的长 度正好 
是 r. 根据 曲面上 距离的 定义， 这条测 地线就 是联结 P 和 Q 的曲 
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线中的 长度最 短的. 

根据 第二章 6.  4 节 的定理 ，存在 M 上点 P 的充分 小邻域 L；， 
使得 中任 何一点 能够与 P 是用 最短测 地线相 联结. 命 5是17 
中以 P 点 为中心 ，充分 小正数 5 为半 径的测 地圆周 ，由于 S 是紧 
致的 ，所 以总存 在一点 p0es 使得^ 尺 ，Q) 是 Q 点 到圆周 S 上各 
点之 间的距 离的最 短者. 然 后我们 再作测 地半径 $， 它 的长度 
是夂我 们希望 测地线 g 可以 延伸到 Q 点 ，而且 测地线 A 的长 
度正 好等于 

设 测地线 g 在 P 点的 单位切 向量是 t；， 则 测地线 g 的参 
数表 示是： 

C(t)  =  expP(t  v  )  (0  ^  t  <C  d). 

我们 希望： 这个参 数表示 的定义 域能够 延伸到 £  =  r， 即上述 参数表 
示也能 定义在 [$，r] 上， 并且使 C( r )  =  expP ( r  t;  )  =  Q. 为此 ，我们 
希 望证明 ：对于 V [>，r] , 我们有 

d(C(t)  ,Q)  =  r—t.  (  *  ) 

我们 先证明 ：（ *  ) 式对于 t  =  d 成立 ，即 ddCdd) ，Q)  =  r— & 设 
是任意 联结点 P 和 Q 的曲线 ，它 必与测 地圆周 S 交于 一点 iV， 
r  =  d(PQ)  =  inf[/(CPN)  +/(CNQ)]  =  d+cKP0  ,Q) , 

CPQ  • 

即  d(P0 ，Q)  =  r— 5. 但是  C(d)  =  exppid v)  =  P0 ，所以 
cKC(d)  »Q)  =  r—'d. 

再设 &  6  [>，r] 是使 （ *  ) 式成 立的？ 值的 上确界 
t0  =  sup  {c/(C ⑴， Q)  =  r  —  t)  y 

根据 距离函 数的连 续性， 时， （ *  ) 式趋 于等式 diCUo  )  ,Q) = 
r~t0. 下面要 证明： &  =r. 

用反 证法. 设 G<r， 命 〆 =  min(S，r 一 i。）. 如图 4 -34 所示， 
在 M 上作以 CG。） 为 中心， y 为半 径的测 地圆周 S' 再命 是 S' 
上与点 Q 距离 最短 的点. 设 7 是任意 联结点 CU) 和 Q 点的曲 
线 ，它交 S' 于一点 N， 
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d(CU)，Q)=inf{d(CU)，N)+d(iV，Q)}=a'+rf(P’Q，Q)， 

Y 

ddP'o ，Q)=d(C(t0)  ,Q)—df  =  (.r—to)—df：=r—Uo+d/). 


其中 匕 是从 尸到（：（&) 的测 地线的 长度， y 是从 cu) 到〆。 的测 
地线的 长度， 

to  =  Z(P,C(^o))  >  6/(P，CU))，y  =  KC(to),Pfo) 
>of(CU)，，0)， 

所以 

d(P,Pfo)  <  d(P9C(t0))  +d(CUo^Pfo)  <  to  +d\ 

但是 

dXP.P'o)^  \d(P9Q)  -ddP'o.Q)  I  =  r-  {r-Cto  +〆）} 

= ^0  +  d’  • 

所以， 惟一的 可能是 cu) 在从 P 和 P、 的测 地线上 ，并且 
Z(P,C(to))=^(P*C(to))»KC(^)tP，o)=^(C(to)»P，o)» 
kp,p\)  =  z(p,ca0))+/(ca0)>p,o)  =  to+df  =  ckp^p'o). 

这 证明： ，测地 线可以 延伸到 这 与心是 
上确界 的假设 矛盾. 定理证 毕. 

(4) 完 备曲面 

我 们在第 （2) 小节中 已经讨 论过， 如果在 曲面上 定义了 距离以 
后 ，这 个曲面 就成为 一个度 量空间 、在 这一小 节中， 我们将 进一步 
阐 明：如 果曲面 是测地 完备的 ，则它 就是一 个完备 度量空 间. 

定义 曲面 M 上定义 了距离 L 对于 M 中一 个点列 {^}， 如 
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果任给 小正数 e， 存在充 分大的 自然数 iV, 使得 对任何 自然数 w,/， 
当 n>l>N 时， 则点列 {P*} 称 为曲面 M 上的 
Cauchy  点列 • 

显然 M 上的 Cauchy 点列仍 } 是有 界的. 因为有 限点集 {巧 ，…， 
Pn} 有界 ，再 加上点 列的剩 余部分 {PN+1，PN+2 ，… } ，由于 后 者包括 
在以 Pn+  ! 为 中心， e 为半径 的测地 实圆内 ，所 以整个 Cauchy 点列 
是有 界的. 

定理 （ Hopf-Rinow 定理） 对 于曲面 M 来说， 以下三 个条件 
是等 价的. 

1)  M 是完 备度量 空间； 

2)  M 是测 地完备 曲面； 

3)  M 上每一 有界点 集的闭 包是紧 致的. 

证明 1)^2). 设曲面 M 是完 备度量 空间， 它的任 意一个 

Cauchy 点列 是 收敛的 ，而 且极限 点属于 M •设 P 是 M 上任 

一点， 如果从 P 点出 发的一 条测地 线延伸 到长度 L 以后不 能再继 

续延 伸了. 命这条 测地线 的参数 表示是 C(0(0<^<1),C(0)  = 

P， 则 极限点 limC ⑴不 能存在 ，不 然的话 ，设 limCG)  =  Q ，定义 
卜  1  1 

C(1)=Q， 由于测 地线是 光滑的 ，则 lin^C：/ ⑴ 也存在 ，于是 这条测 

地线 又能从 Q 点继 续延伸 ，它 的长度 将大于 L, 与 前面的 假设矛 

盾 ，所以 limCU) 不 存在. 

1 

任取 单调递 增数列 {& 〈… <&<“.}，0<hd， 并且 limh  = 
1. 命  ， 则有 


J^d(Pk9P^)<L. 

k  =  1 

这说明 ：点列 随着々 的增长 ，间 距以尺 ，/ 越来 越小, 
即任给 小正数 e， 存在 充分大 自然数 N， 使得 时， 

rr-l 

d(Pn，Pi)  I>(h，々  +  l)<e， 所以 点列 是  Cauchy  点列 ，根 

k=i 
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据条件 （1)， 它在 M 中有极 限点， HmP*  =  Q， 而且这 个极限 点与单 

*-»oo 

调递 增数列 的选择 无关. 事实上 ，任 给两个 单调递 增数列 
和 {/4} ，把 它们合 起来就 得到更 细密的 单调递 增数列 {/(}， 这三个 
数列 决定的 Cauchy 点列 的极限 点是相 同的. 所以 limC(i)  =  Q ，这 

t-*i 

和 limCCO 不存在 的假设 矛盾. 因此， 测地线 C(0 可 以无限 延伸， 
卜 1 

即曲面 M 是测 地完 备的. 

2) ^3). 设 S 是曲面 M 的有 界无穷 子集. 因为 曲面是 测地完 
备的 ，任 取一点 pes， 点 P 与集 S 中 其他点 都可以 用测地 线相连 
接. 因为 S 有界 ，对于 ▽065，^(户，0)<5，我们可以作一以/5点 
为中心 4 为半径 的测地 实圆盘 U， 使得 SCZU. 注意 L7 是紧 致的， 
并且以 有界集 S 的闭包 SCIL7, 则 紧致集 17 的 闭子集 S 也是紧 
致的. 

3) ^>1). 设 {匕} 是曲面 M 中的 Cauchy 点列， 它一定 是有界 
点列. 根 据条件 3), 它的闭 包是紧 致的， 即存在 {/^}的 子序列 
{ } ，使得 々— ⑺时 ， — P。 6  M. 因为 { 是 Cauchy 点列 ，任 
给 小正数 e, 存 在充分 大的自 然数 N， 使得 n>Z>N 时 

jd(p„9Po)-d(pi9p0yj<d(p„9plr<6. 

所以 ，数列 是 Cauchy 数列 ，它 有极限 ，并且 
lim^(Prt,P0)  =  limdCP.  ,P0)  =  0. 

n ― ^oo  Jt—^oo 

即 lim =  PQ  G  M. 因此 ，度 量空间 M 中任一  Cauchy 点列 { P* } 在 

n-^oo 

M 中有 极限点 ，所以 M 是完 备度量 空间. 定理 证毕. 

定义 满足 Hopf-Rinow 定 理中三 个条件 的一条 的曲面 ，称 

为完备 曲面. 

如 果曲面 M 是紧 致的 ，则它 的有界 闭集一 定也是 紧致的 ，所 
以 紧致曲 面一定 是完备 曲面. 但是 ，反 之则未 必如此 ，即完 备曲面 
不一 定是紧 致的. 例如 平面或 柱面. 因此， 对于曲 面的整 体理论 
来说 ，把 紧致曲 面的几 何性质 推广到 完备曲 面是一 个非常 重要的 
研 究课题 ，许 多数学 家从事 这方面 的研究 ，从 而得到 了许多 著名的 
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成果. 

历 史附记 

(1)  1901 年德国 数学家 D.  Hilbert 证 明了： 三维欧 氏空间 
E3 中不 存在完 备的负 常曲率 曲面.  60 多年 以后， 1964 年 俄罗斯 
数学家 叶菲莫 夫又进 一步证 明了： E3 中不存 在完备 的负曲 率的曲 
面. 1974 年美国 数学家 T.  K.  Milnor 在 Adv.  Math. ，第 8 卷， 
473—543 页上给 出了这 个结果 的一个 清晰的 证明. 但是， 把以上 
结 果推广 到高维 空间的 问题至 今尚未 解决. 

(2)  1959 年美国 数学家  P.  Hartman  fq  L.  Nirenberg  证明 
了： £3 中高 斯曲率 恒等于 零的完 备曲面 必定是 平面或 柱面. 

(3)  定理 ：一个 单连通 的高斯 曲率非 正的完 备曲面 ，通 过指数 
映 射微分 同胚于 它的切 平面. 这 个定理 首先在 1881 年由 Von 
Mangoldt 所 证明. 1898 年 J.  Hadamard 给出了 完整的 证明. 1926 
年 E.  Cartan 把它 推广到 高维黎 曼流形 ，并给 岀了完 整的、 精确的 
叙述. 

3.5 负常高 斯曲率 的曲面 

(1) 负 常高斯 曲率曲 面的结 构方程 

设 M 是负 常高 斯曲率 的曲面 ，它 是一个 率亨早 .适 当伸缩 

它 的半径 ，即改 变它的 第一基 本形式 I  =^(dz/2+dt;2) 中的常 

数 a, 我们总 可以使 它的高 斯曲率 K=-l. 所以， 下面我 们只讨 
论 尺=一1 的 常高斯 曲率的 曲面. 在 这个曲 面上没 有胳点 ，不然 
的话 ，如 果曲面 M 上有 脐点， 则在胳 点处的 两主曲 率相等 ，因此 
在这一 点的高 斯曲率 K>0 .但是 M 是常 曲率 的曲面 ，所 以它的 
高斯曲 率处处 大于零 ，于 是得出 矛盾. 因此 ，在负 常高斯 曲率的 
曲面上 ，我 们总 可以选 曲率网 作为坐 标网. 

设 M 是高 斯曲率 K  =  _l 的 曲面. 我们 选曲率 网为坐 标网， 
坐标 参数为 （w，i;)， 取 
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ei=VAyez=W\ye^eiXe2 

作为 M 的活 动标架 ，于是 M 的 第一和 第二基 本形式 分别是 

I  =dr  •  dr=(V)2  +  (o>2)2 

II  =  — dr  •  d^3  =col  •  0)1  +co2  •  col , 


co1  =  y/ru  •  rudu=VEdu,co2  =  y/rv  •  rvdv=VGdv. 
再 设曲面 M 的主 曲率分 别为々 i 和 &2, 则 

col  ~  k\ CO1  =  k\  ^/Edu  yCi)2  =  k.2(t)2  —  k，2 


2_  ⑽  \  !  ,  OCO 


S^du+^hdv9 

y/G  x/E 


再计 算曲面 M 的结 构方程 

da>i  —coi  A  col  >  dcol  =co2  A  co\ » 

于是我 们得到 

(^l  y/E)v  =  一 ki  iy/E)v  9  (^2  <\/G)«  =k\  (>/G)m  y 


lu2)„  vG'+dh) (居)  “=0. 

由于 — 1， 我们 可以设 

k\  =tan  (p，k2  =cot  (pyki  —— k2  - - - - ， 

了  T  sin  <p  •  cos  <p 

则曲面 Af 的 结构方 程可以 简化为 


=0A^-  =0. 

\cos  (pf  v  vsin  <p/ u 

所以 1是“ 的 函数， i 是 T； 的函数 .现在 我们在 M 的坐 标曲 

cos  <p  COS  (p 

线 上选新 的参数 $=fU) ，7=7(t；) 使得 

df=  du ， drj=  -r^—dv^ 
cos  (p  1  sin  (p 
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则对 于曲面 M 的新 的坐 标参数 7) 来说， 上述结 构方程 一定得 
到 满足. 但是 M 的坐 标曲线 并没有 改变， 曲线和 7  -曲线 仍然是 
M 的曲 率线. 现 在曲面 M 的活 动标架 的相对 分量将 改写成 
col  =\/EdM  =  cos  <pd^,co2  =V/Gdt;=sin  (pdrj<, 

(o\  —  (pvd^-\- cp^drj  y 

^1  =k\co  =sin  <pd^,a)2  =k2co2  =  一 cos  <pdr/9 

把这些 式子代 入曲面 M 的另 一个结 构方程 

dct»i  =  —  Kco1  A  co2  =  at1  八  cw2 ， 

则函数 p 应满 足下 列偏微 分方程 

一  一 •  _  1  .  0 
<P^  (priri  —  sin  (p  cos  9?=jSin  Z<p9 

再作参 数变换 

尽= S~\~t，7j=S—t， 

同时命 《  =  则 《 应 满足下 列偏微 分方程 

ast  —  sin  a» 

这个方 程称为 Sine-Gorden 方程. 以上分 析表明 ，在高 斯曲率 K  = 
一  1 的 曲面上 ，选取 适当的 坐标参 数以后 ，它 的结构 方程就 转化为 
上述 Sine-Gorden 方程； 反之 ，给岀 Sine-Gorden 方程的 一 个解 

a(5，i)， 命 史 (s，,)  ， 再命 

辦， 7)， (宁 ，宁 )=+«( 宁 ，宁) ， 

把它 代入相 对分量 {a/  ,^}(^>  =  1,2,3) 的公式 以后， 再把 这些相 
对分量 代入活 动标架 方程： 

3 

dr  ==  >  :  col€ : ， a/3  =  0 ， 
i=l 

3 

==  > :  co{ € j  9  Ci  ==  1，2,3)， 

)=i 

由于结 构方程 （即 Sine-Gorden 方程） 已 经满足 ，所 以这个 方程是 


•  323  • 


完全 可积的 ，于是 通过解 这个微 分方程 ，我 们得到 一个高 斯曲率 
K=-l 的曲 面片： 

M:r=r($，々). 

因此， 我们就 在负高 斯曲率 K=  —  l 的曲面 M 与 Sine~Gorden 方 
程的解 a  =  2<p 之间 建立了 一 * 一 对应关 系. 

(2) 负 常高斯 曲率曲 面的切 比雪夫 坐标网 
设 M 是高 斯曲率 K  =  — 1 的 曲面. 考虑 M 上以 (、， 7) 为参数 
的曲 率线坐 标网， 则曲面 M 的第 一和 第二基 本形式 分别为 

I  =cos2  ^>df  +sin2  <pdrf  , 

II  =(sin  <p  •  cos  —  drf). 

再 经过参 数变换 f=5  +  £，7=S  —  i， 上面两 个式子 改写为 

I  =ds2  +2 cos  acUck+df2 ， 

II  =2sin  acUck， 

其中 a(s，0 是 Sine-Gorden 方 程的解 •由 于第 二基本 形式中 ，L  = 

]V=0, 所以 M 的坐 标曲线 曲线和 i  - 曲线都 是曲面 M 上的渐 

近线 .换 言之， M 上以 为坐 标参数 的坐标 网是渐 近网， 并且容 

易证明 ： a  =  就是坐 标曲线 （也 就是过 M 的每一 点的两 条渐近 

曲线） 的 夹角. 我 们把高 斯曲率 K=~l 的曲面 M 上的上 述坐标 

参数 （s，£) 称为 M 的切 比雪夫 （Chebyshev) 参数 ，坐 标曲线 5  -曲线 

和 曲线构 成的渐 近网称 为切比 雪夫坐 标网. 同时 ，我们 还可以 

看到： 切比雪 夫参数 s 和 t 分 别是坐 标渐近 曲线的 弧长. 

必须提 醒的一 点是： 切比雪 夫坐标 网是局 部的， 它只存 在于曲 

面片上 .不过 ，如 果高 斯曲率 K  =  -l 的 曲面是 完备的 ，则 这个曲 

面上 的切比 雪夫坐 标网中 的坐标 渐近曲 线是可 以无限 延伸的 •下 

面我们 用反证 法来证 明这个 事实. 如果 过曲面 M 上一点 P 的坐 

标渐近 曲线不 能无限 延伸. 设此 曲线是 cG) ， 则存 在正数 s。 ， 使得 

5<50 时， c(5) 有定义 ，但是 C(5。） 不能 定义. 由 于曲面 M 是完 备的， 

如果 c(d(s<0。） 有定义 ，则 limc(5) 是存 在的 ，我们 可以把 这个极 

^50 


•  324  • 


限 定义为 C(5。）， 这事实 与上述 C(S。） 不存 在的假 设矛盾 • 

由 于在高 斯曲率 K=-l 的曲面 上局部 地存在 切比雪 夫网， 
对 于曲面 M 上的 任一点 ，存在 两个切 于坐标 曲线的 渐近方 向〜 和 


t;2. 如 果曲面 M 是完 备的， 我们可 
以整 体地在 M 上定义 坐标系 /: 
R2— M 如下 ：固定 M 上一点 P， 于 
是 局部地 存在从 P 点出发 ，切于 
的渐 近曲线 ，也就 是坐标 曲线， 
这条 渐近曲 线是可 以无限 延伸的 • 
给出 U，io)eR2，W  P 点出发 ，作 
切于渐 近方向 的渐 近曲线 c(5) ， 


图 4-35 

其 中参数 s 是弧长 ，在 曲线 c(5) 


上 取一点 C(s。） ； 然后 再从点 c(5。） 出发 ，作 切于渐 近方向 V 2 的渐近 
曲线 也。 ⑴， 其中参 数 £ 是弧长 ，在 曲线 足。 G) 上 取一点 也。 U) •由 
于渐 近曲线 c(5) 和也。 U) 都是可 以无限 延伸的 ，我 们就在 完备曲 
面 M 上整体 地定义 了一个 坐标系 如下： 

/：R2— M,  /(50  ,t0)=dSQ  (r0). 

M.  P,  do  Carmo 严格地 证明了  ：“高 斯曲率 K=  — 1 的完备 曲面上 
用 以上办 法整体 地定义 的坐标 系的坐 标网就 是这个 曲面的 切比雪 
夫坐 标网. ” （见  M.  P.  do  Carmo ： Differential  geometry  of  curves 


and  surfaces ， Prentice-Hall >1976). 

有了  do  Carmo 的这 个结果 ，我 们就可 以证明 著名的 Hilbert 
定 理：“ 在三维 欧几里 得空间 铲 中， 不存在 负常高 斯曲率 的完备 

曲面” .要证 明这个 定理， 我们先 证明： 

引理 高 斯曲率 尺=一1 的曲面 M 上， 由切比 雪夫坐 标网中 
两条 s- 曲线 和两条 曲线 所围成 的四边 形的面 积小于 2ju. 

证明 设 M 上的切 比雪夫 参数为 Gd)， 考虑 下面四 条坐标 


曲线: 


5  =  5i  >5  =  52  \t  =  t\ ，t  =  tz， 


其中 5!  <52  Ul<t2. 它们围 成的四 边形是 
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= a{s2 ，t2)  —  a (5!  yt2  )  —  a(s2  yt\  )  +  a(5i ，艺 i  ) ， 

其中 是坐标 曲线： 曲线和 曲线 的夹角 .设 四边形 D 的 
四 个内角 依次为 A ， 尿， A ， 爲 ，则 

A(D)  ==Pi  —  (7T  — 怂 ） 一 （XT  — 戽 ）+/?4 ， 

因为尽 <7t(i  =  l,2,3,4)， 所以 四边形 D 的面积 

A(D)<2tt. 

推论 （D.  Hilbert, 1901)  在 E3 中不存 在负常 高斯曲 率的完 
备 曲面. 

证明 我们不 妨假定 完备曲 面的高 斯曲率 K=-l. 根据 do 
Carmo 的结果 ，在 M 上整 体地存 在切比 雪夫坐 标网. 再根 据上述 
引理， M 上任 意两条 s  - 坐标 曲线和 £  -坐标 曲线所 围成的 四边形 
的面积 <2tt， 所以整 个曲面 M 的面 积是 有限的 ，最 多等于 2tt •但 
是 於 中完备 的负高 斯曲率 的曲面 （见 §3.4 最后 的历史 附记的 
Von  Mangoldt 定理） ，它的 面积是 无限的 ，于 是得出 矛盾. 

(3) 伪球 线汇和 Backlund 变换 
在 第二章 §4.  3 中 ，我们 定义了 线汇， 即双参 直线族 
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“  r=a(u9v)  -]~Xb{uyv)  9 

其中 A I  =1. 我们已 经指出 ：线汇 中存在 两族可 展曲面 ，每 一族中 
可展 曲面的 腰曲线 生成一 个曲面 ，称为 焦曲面 .所以 ，每一 个线汇 

中存 在两个 焦曲面 2 和 2, 而 且线汇 中每一 条直线 Z 正好 是这两 
个焦曲 面的公 切线. 因此 ，存 在映射 

公切线 Z 使其 中一个 焦曲面 2 上的切 点对应 另一个 焦曲面 乏上的 
切点瓦 

定义 线汇 / 称为伪 球线汇 ，如 果上 述映射 ^ 具 有以下 
性质 ：对于 映射 Z 满足： 

(1)  M°  — KP) 丨 =与尸 无关 的常数 r， 

(2)  2 和 2 在 对应点 P 和 KP) 处的 法向量 q 和 ％ 的 夹角为 
常数 r. 

顾名 思义， 伪球线 汇是与 伪球面 （即负 常高斯 曲率的 曲面） 有 
关的 •下 面的 定理说 明了这 一点： 

定理 （B&cklund，1880) 伪 球线汇 的两个 焦曲面 2 和云 有相 

同的 负常高 斯曲率 K  =  — 

r 

证明 在曲面 2 上取活 动标架 {r ，&，&，&}， 使得 ☆是 2 和 

云 的 公切线 的方向 ， ^ 是 2 的法向 ，则云 上对应 的活动 标架是 
r=l(r)=r+rei , 

= 硿" 

e2  =cos  re 2  +sin  re3 , 

^3  =  —  sin  re2+cos  re3. 

设 2 和 1 的活 动标 架的相 对分量 分别是 U  W} 和⑸ ，或 w，>  =  1， 
2,3)， 所以 


dr=aji  ~ex  +而？2 ， 


•  327  • 


但是另 一方面 

dr=dr+rd^i  =  (,col  ex  +o>2  e2 )  +  r(a»i  e2  +0^3)， 

于是 我们得 到以下 关系式 

col  =V ， 

co2  cos  t=co2  +r<wi  9 
a>2sin  T—rcol. 

因此， 焦曲面 2 的活 动标架 的相对 分量必 须满足 关系式 

co2  +  ra)\  =  rcot  t  •  col . 

现 在我们 来计算 焦曲面 2 和 I 的高 斯曲率 

col  A  col  =  Kco1  A  C02y^l  ^  wl  =  KcJ1  A  ^ ， 
设  2 

u)\  =  da)1  buj2  ^o)\  =  boo1  cco ， 


&  A  J2  =  A 


o1  A  CO2  9 


根据 （*) 式 


col  =  ide\ ，歹 3 )  =  —  sin  t  co\  ~\ -  cos  r  •  co\ 

= — sin  r  a>i  +  C°S  ^  •  tan  r  •  (<w2  +  no\ ) 
r 


col  =  (  d 忍 2 ， 仑 3 )  =  col  9 

1  ^  12 
cJ?  A  a>2  =  — sin  no2  f\  co\  = - sin  r  co1  A  ct>2. 


所以 焦曲面 2 的高斯 曲率是 

co\  A  —  sin2 r 

K  =  ~ 

交换 焦曲面 2 和 i， 用 同样的 方法可 以证明 : 

t/  _  sin2  r 

1\  ==  o  ， 
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定理 证毕. 

根据 Backlund 定理 ，一个 伪球线 汇的两 个焦曲 面具有 相同的 

负常高 斯曲率 因此 ，它们 的结构 方程是 相同的 ，都是 

Sine-Gorden 方程； 反过 来， Sine-Gorden 方程的 两个解 or 和 S 又分 
别确定 了两个 具有相 同常高 斯曲率 K=-l 的曲面 （注意 ：调整 
长度 r 可以使 r—  sin  r) . 这就 给岀了 一 个研究 Sine-Gorden 方程 
的解的 途径. 给岀了  Sin^Gorderi 方程的 一个解 a ，我们 可以寻 
找一 个途 径得到 Sin^Gorden 方 程的另 一个解 L 这就是 
Backlund  变换. 


下列一 系列习 题把等 宽曲线 概念推 广到曲 面上. 设 M 是卵 形面： 

1.  如果点 JP6M, 求 证存在 M 上惟 —— 点戸=/\ 使得 P 和 P 的 切平面 
互相 平行. 

2.  M 上具 有第一 题所述 性质的 一对点 P 与 P, 在 此两点 处的切 平面之 
间 的距离 设为汰 若当 P 遍取 M 上 所有点 d 值为 常数 ，则此 曲面称 为等宽 
曲面. P 与 P 称为相 对点. 试证等 宽曲面 Af 上相 对点的 连线是 P 点 （或 P 
点） 的 法线. 

3.  证明等 宽曲面 M 上相 对点处 的主方 向互相 平行. 

4.  设 P 和 P 是等 宽曲面 M 上的 一对相 对点， ri 是 P 点的 主方向 ，对应 

的主 曲率是 是 P 点的 主方向 ，对应 的主曲 率是匕 ，求证 +  +  + 是与 P 

点 无关的 常数. 

5.  对于等 宽曲面 M， 证明 

(*  HdA  =  2izd, 

J  M 

其中 d 是 相对点 处切平 面间的 距离. 
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§4 完备曲 面的比 较定理 


4.1 完 备曲面 上的极 坐标系 

给出 一个完 备曲面 

M：  r=r(u9v)^il  r=r(w1  , w2 ) 

P 是 M 上固定 一点， TPM  在 P 点的切 平面. 对于 
TPM， 存在 唯一的 一条从 出发 ，切于 v 的测 地线. 由于 …是 
完备的 ，这 条测 地线是 可以无 限地延 伸的. 我们在 M 上引 进一个 
坐标系 ：它的 曲线 0= 常数） 是 所有从 P 点出发 的测地 射线， 
它的 I；- 曲线 U= 常数） 是 这一族 测地线 的正交 轨线. （BP: 命第一 
基 本形式 的系数 F=0).  M 上的 这个坐 标系称 为：以 P 点为 原点 
的极坐 标系. 对于 M 上的 这个 坐标系 ，我们 把参数 Ua) 改写成 
(rj)， 然 后再选 r 为测 地射线 (0= 常数） 的弧长 ，于 是曲面 M 的度 
量 （即第 一基本 形式） 就 简化为 

ds2  =  dr2  +  G(r,^)d(92  > 

由 于度量 必须是 正定的 ，所 以我们 总假定 G(r,W>0. 

引理 对 于曲面 M 的极 坐标系 来说： 

^/GiOyd)  =  0,(\/G)r(0,^)  =  1. 

证明 在极 坐标系 的原点 P 的附近 ，曲面 M 的度量 趋近于 
曲面在 P 点的切 平面丁 上 的欧氏 度量， BP 
ds2  =  dr2  +  r2  d^2 , 

所以， r— 0 时 

\/G(0,^)  =  lim  V^G(r,^)  =  lim(r)  =  0， 

r-^0  r-^0 

(VG)r(O»0)  =  lim(v/G)r(r,^)  =  lir^i (盖 )= 1. 

对于 M 上的极 坐标系 来说， 曲面的 Christoff  el 系数和 高斯曲 
率 分别为 
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rii  = 

o,r}2 

=  0  >  i™22  =  一 

Gu 

’了’ 

I^n  = 

o，H2 

= 諼 ，n2  = 

Gv 

2G* 

= — 

1  d2  Vg 

• — - 

Vg 

Vg  如 2 

K  一士 (氣 =- 丄上 f  =,j_gVG 

Vg  芯  d 厂 

定理 给出 一个完 备曲面 M， 它的高 斯曲率 = 常数 h 则它的 
度 量在极 坐标系 下的表 示式是 

ds2  =  dr2  +  Sn2k  (r)cW2 , 

其中 


1  . 
——sin 

Vk 

(Vkr) , 

々>0, 

r, 

k  =  0y 

1 

\/ —  k 

sin  hi  \T—  kr) , 

k<0. 

Snk(r) 


证明 根据 引理中 的初始 条件， 解常微 分方程 

i^  +  ^vS-=o, 

就可以 直接得 到以上 结果. 

给 出曲面 M 上的 一条 测地线 

r  =  Ks) ， 沒 = 沒(5) 或  =  m*  (5)  (£  =  1,2), 

其 中参数 s 是 弧长. 它满 足测地 线方程 

duj  duk  ^  — 


d/  +,S^  d7^7  =  0 

其中 ，第 一个方 程可以 简写为 

^£-1(^\(^0\2  _  0  亦  d2r 

ds2  2  Ur  Jid5j  —  0 或 
注意： 测地线 (T 的 单位切 向量是 
dr  =  dr 

d~s  ~  ds  d~s  dd' 


d  =  1,2), 
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与径矢 的夹角 的余弦 cos  a. 

4.2  比 较定理 

定理 给出 常数々 和可 微函数 AO) , 满足下 列微分 不等式 

fr  +  ^<-k(WLfr  +  ^  >~k), 

而 且函数 A(r) 满足下 列初始 条件： 

r  —  0 时， AO)  =  —  +  O(r) , 
r 


则函数 A(r) —定满 足下列 不等式 
Sw/(r) , 


A(r)  <  =卷)- (或  AO)  ^ 


Snk(r) 

证明 把上述 不等式 改写成 


Snrk(r)' 
Snk(r)  t 


-dA 

X2+k 


>  dr( 


dA 


、A2+ 是 


<  dr) ， 


两边 积分后 ，得到 


(1)  6  =  0 的 情形： 根据给 定的初 始条件 


K0)  =  =1^(r)  =  0- 


r  -  dA 


A(r) 


A(r) 


(或 


-dA 


< 
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A(r)<7  =  l^y^  =  0) 


—  4  =賴( 卜 o)). 

(2) 々>0 的 情形： 根据给 定的初 始条件 

arccot(^)=  !irrccot(^)=  !irrccot(ip) 

= limarctan(vTr)  =  0， 

r-^0 


r  一  cu  i 

r  l 

, _  —— i _  arccot 

J0A2  +  Cv/T)2  y/k 

i  4k  ) 

= — ^rarccotl 
0  \[k 

y  Vk  ) 

K  a^t^= ^-arccot(Avf)^^ 

t 

A(D  <^cot(V^r)  =  ^osi^/kr)  =  >  0) 

sin(vTr)  Sw“r) 

(或  A(r)  >  V^cotdr)  =  ^  (k  >  0)  )• 

(3) 々<0 的情形 ：把上 述积分 改写为 


「  ~cU 

」。 A2  -  (V^k)2 

积分 后得到 

^  A  +  k  、 《 

In  -  v-  2  V 

A  —  \f—k  J  0 
根 据给定 的初始 条件： 

In  又 （  0  )  +  j  一 k 
、又 （0)  —  \/~k  ) 


Me 


x2-cV^jy 


>2  V^r (或  In  丄十  <2  V^r), 

. A  —  V— k  J  0 


lim  In 


=  lim  In 

r-^0 


A(r)+ 

A  (r)  —  \f—k 

l/r+  \/ — k 
1/ r  一  y/—k 
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=  lim  In 


辑卜⑴ =0, 


所以 


In 


A  +  \/—  k 


AO)  < 


e2y=Fr  +  1  = 
e2^  — 1  — 


(或  A(r)  > 


^coshUEkl  =  |LiMa<0) 

sin  h(  \J_  kr、  «Sw*(r) 

e2^  +  1  =  Snkdr) 
e2>/=*r  一  1  Snk  (r) 


(々<0)). 


证毕. 

推论 设完 备曲面 M 的高 斯曲率 常数 则 
有 不等式 

J_ /£G\  =  1  (d  \/G\^  Sn'kir) 

2GV  dr  ) 芯乂  dr  卜  SnkCr) 

1  / 3G\  —  1  d  y/G  ^  Snf k 

M2G\S^)  〆  Snk(r) - 

证明 命 A(r)  =  i  2^， 则 


篕+~ 古孕 =- 或岩 +’  =~K>-k)^ 

根据第 1 小节的 引理， r—0 时，# — r,(>/^)r— 1， 所以 


因此 ，函数 AO) 满足上 述定理 对初始 条件的 要求， 根据定 理就可 
以直接 推出所 求的不 等式. 证毕. 

定理 （比较 定理） 给出 常数々 和 两个可 微函数 pQ) 和 糾， 
它 们分别 满足下 列微分 不等式 和微分 方程： 

<p\t)  +  k<pM  ^  0( 或  <p\0  +  k<pU)  <0), 
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导 =0, 

而且 这两个 函数满 足相同 的初始 条件： 

9(0)  =  f(0) ，〆(()） = 歹 '(0)， 

则下列 不等式 成立： 

炉⑴ >  f ⑴ （或 (pit)  ^ 歹(，)）. 

证明 命 / ⑴ =〆 ⑴ 歹⑴一 史 ⑴歹 ’⑴ ，微分 后得到 
/’(’）=  cp\i)7p^t)  —  <pCO^f\t)  k<pCt)^(t)  +  k<p(t)^Ct)  =  0 

(或 /⑴  <0)， 

但是， /(0)  =  9,(0) 多 (0)  —炉 (O)f’ (f)=0, 所以 
fM  >0(或/(《） <0)， 

再命 g(t)  =  <p(t) / 夺 M (孕 (t) 判) ，则有 

〆 ⑴ ^ 彡 0( 或〆 ⑴  <  0) ， 

由于  g(0)=p(0)/ 歹 (0)  =  1， 所以 

g(t)  =  -  >  1( 或  g(t)  =  2^  <  1) ， 

辛 at)  V  抑）  ) 

定理 证毕. 

附记： 比较定 理的关 键是: 假定比 较函数 歹⑴关 o. 不过 ，如果 $ 
(0 在定义 域内只 有个别 零点， 我们可 以用微 扰的方 法去消 除它们 
(参阅  P.  Peterson：  Riemannian  geometry,  1998,  Springer- Ver lag, 
p.  324). 

考虑 差函数 /(£)=〆〖)一 它满 足微分 不等式 
/" ⑴ +々/ ⑴  >0( 或 /" ⑴ +々/ ⑴  <0)， 

满 足初始 条件: /(0)  =  9(0) —歹 (0)=0，/’ (0) =〆(()） 一歹 ’(0)=0. 

我们 只考虑 々>o 的 情形. 把函数 /u) 稍加变 化变成 
使得 初始条 件稍加 变化： 

7(0)  =  e  >  o,7r(o)  =  d>  0, 

再把比 较函数 所 满足的 微分方 程也稍 加变更 
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f\0+kf(0=09  k>k>0. 

这个微 分方程 的解是 

7(，)  =ecosd  )  + -|rsind  ) 


/e2+C-sin 


+arctan 


i4k 


于是 ，当 


t< 


丌 一 arctan 

、姦、 

1  d  J 

时， 我们有 7u)>o, 用 它做比 较函数 ，可 以满足 7(0^0 的 要求. 
现在 ，命 则可以 使函数 7(0 和 /⑴ 相比较 ，当 

' e^/k  \ 


arctanl 


t< 


d 


时， / ⑴彡 7 ⑴ （或 

再命 e— 0, 则 时， 

fCO^fCO  (或  / ⑴ <?(，))• 

最后 ，再使 3—0, 则 / ⑴ — /⑴，/ ⑴ — 0, 我们最 后得到 
/(£)  =  〆£) — 歹 (i)>0( 或  f(t)=<p(t)—^(tX0)， 

即 9(0 歹⑴ （或 炉 (龙 X 歹 (玄 ））• 


4.3 完 备曲面 上的比 较定理 

设 M 是一 个完 备曲面 ，它的 高斯曲 率1<：= 常数 t 在 M 上取 
一 个测地 三角形 APQi?， 它 的三条 边都是 最短的 测地线 .命 
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命题 （常 高斯曲 率的完 备曲面 的余弦 定律） 

(1)  ^  =  0,a2=62+c2— 26ccos  A, 

(2)  々〉0 ，cos(\/^a )  =  cos (在 6)cos (在 c)  + 
sin(vT6)sin(V^c)cos  A, 

(3)  々<0，cos  h(  \f—~ka  )  =  cos  h(  \/ ~kb )  cos  h(  ^/~kc  )  一 
sin  h(  ^ — ^6) sin  h(  \/—  kc ) cos  A. 

其中， 々=  0 时， M 是平面 R2;々>0 时， M 是半 径为 的球 面；々 

<0 时， M 是半 径为 的虚 球面. 

证明 可以 查阅： 周建伟 《解析 几何》 ，高等 教育出 版社， §  3.5 
和  §  6.  3. 

现在 ，我们 要利用 §4.2 中的比 较定理 ，把 以上 这些余 弦定律 
推广 到一般 的完备 曲面. 

定理 （完备 曲面上 的余弦 定律） 设 M 是完 备曲面 ，它 的高斯 
曲率 常数 lAPQi? 是 M 上的 测地三 角形， 
d(PQ)=b，d(QR)  =  c，ZPQR=A， 

再设以 Pi«=a ，则有 下列不 等式： 

(1)  k  =  0  ,a2^：b2  +c2  —  2bccos  A, 

(2)  A〉0，cos (在 a )>cos (在 6)cos (在 c)  + 
sin(y/kb)sin(^/kc)cos  A, 
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(3)  A<0，cos  h(  y/~  ka)^：cos  h(  \ [一  kb)  cos  h(  \ /一  kc  ) — 
sin  h(  y/~ kb)sin  h(  是 c)cos  A， 

其中 i>0 时 ，我们 要求: 


证明 在曲面 M 上 ，取以 P 点为 原点 的极坐 标系. 再命 a 是 
从 Q 点出发 通过尺 点的测 地线， 以弧长 s 为 参数. 

(j：  r=r(s)  yd=d(s) 

则有： r(0)=d(PQ)=6，r(c)=c/(PjR)=a. 

(1)  A  =  0 的情形 ：考虑 定义在 a 上的 函数 

/(5)  =  (^(P,(j(5)))2  =  (r(s))2, 


微分两 次得到 

/'(5)  =  2r(s)  •  r  (s) , 

/，(s)=2(r  (5))2+2r(5)  -  As), 

根据 §  4.  1 中 测地线 a 的第 一个方 程和比 较定理 1 的推论 


d2; 


^Sn'k(r) 


r，f(s)  =  ^?  =  ¥£{fs)  ^(r)!^ 
/  〃⑽ ((— )2 卜 


dr2+Gd^ 


ds2 


m2 

=  2. 


于是 我们得 到函数 /(s) 所满足 的微分 不等式 

/〃(s)<2. 


积分 两次后 ，我 们得到 

/(5)</(0)+/(0)5  +  52, 
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其中 


/(0)  =  (r(0))2=62 ，/’(0)=2r(0)  •  r’(0) 

=  2 办 cos (丌 一 A)  =  —  26cos  A. 

注意 ，在 §  4.  1 末 ，我 们已说 明：〆 （0) 是 测地线 a 在 Q 点的 切方向 
和径矢 的夹角 7T-A 的 余弦. 

所以 


/(5>^62  —  265cos  A  +  52 , 

%s=c，/(c)  =  (r(c))2=a2 ，代 入上 式后就 得到余 弦定律 （1). 

(2) 々>0 的情 形：设 a 是完 备曲面 M 上的 测地线 ，考 虑定义 
在 a 上的 函数 

/(/)  =COS (在 (i(jP，(T(S)))  =  COS(V^V(S)) ， 

微分两 次得到 

fr  (s)  =  —y/ksin(/kr(s))  •  r’ （s) ， 


=  ~kcos(y/kr(s)  )(r(s))2  — V^sin(vTr  (5)  )  •  As), 


根据 测地线 a 的第 一个方 程和比 较定理 的推论 

/(5)= 


)(!)< 


Snk  (r) 


:k 


cos(yTr(5)) 
sinCvTr  (5) ) 


O2, 


所以 


/〃(s)>  — 6cos(v^r(s)) ( ( 差） +G (差 


=  —kcos(^/kr(s))  =  —kfCs). 
于是， 我们得 到函数 /G) 所满足 的微分 不等式 
/"(s)  +々/(5)>0. 


为了 应用比 较定理 ，我 们把这 个微分 不等式 和常高 斯曲率 M 
上相应 的微分 方程相 比较. 命 M 是高 斯曲率 K  = 常数々 的完备 
曲面. 在 M 上作 测地 三角形 △戶颂 ，使得 
d(PQ)=d<iPQ)=b9d(QR)=d(iQR)=cyZPQR:=ZPQR=A9 
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再设以 在 M 上取以 F 为原 点的极 坐标系 ，设 5 是从 G 
点出 发通过 及点的 测地线 

a：r=Hs),ff=ffCs)9 

其 中参数 S 是 J 的 弧长. 由 于^尿 ）=d(Qi« ，所以 (7 和？ 有相同 
的弧长 参数〜 注意 :HQ)  =  =  b ，Hc)  =  d(PR)  =a. 

考虑 定义在 测地线 J 上 的函数 

/(s)  =cos (在 <i(P， 孑 (s))  =cos (在 P"(s)) ， 

微分两 次得到 

f，Cs)  =  —y/ksin(yfkr(s>)>)  •  P’(5)， 
f'\s)  =  — ^cos(V^r  (5))  (r；(5))2  — vTsin(V^r  (5)  )  •  r\s) , 

根据 测地线 a 的 第一个 方程和 §  4.  1 的 定理中 M 的 度量的 表示式 
^VG  =  Sw^(r)  =-^sin(vTr)  j  , 

-V5)  =  d!r  =  J_?5^\2=J-^-  G(^)2 

r  U；  ds2  2  dr\ds)  dr  \ds) 

—在 cos(yTr )  •  q/^\ 
sin(V^r  )  \ds  ) 

/"(s) = — 々cos(V^P(5) ) ( 宗） —kcosCyfkris))  •  G (紫） 

= - 々cosCV^rW) ( ( 茫） +G (碧） j  =  — ^cos (vTr  (5) ) 

=  —kfis) , 

于是 我们得 到函数 7(5) 所满 足的微 分方程 
f\s)+kf(s)=0. 

把函数 /(s) 的微分 不等式 和函数 7(0 的微分 方程相 比较， 由于它 
们的 初始条 件相同 
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/(0)  =  7(0)  =  cosi^/kb )，/’（0)  =  7’（0)  =  — vTsin(VT6 ) cos  A ， 
根据比 较定理 ，我 们得 到下列 不等式 

/(5)^/(5). 


注 意：比 较函数 7(s)  =  cos(V^F(5))， 当  r(5> 


2^k 


时 为零. 


但是 比较定 理要求 ?(5)^0. 这 个缺陷 可以通 过变动 7(5) 的方法 
去消 除详见 §  4.  2 最后的 附记. 不过， 我们还 须要求 r(5)<-^. 

所以 ，我们 在定理 的最后 ，对于 k>0 的情形 ，添 加了  的 


条件. 


命  s  =c，/(c)  =  cos (在 r(c))  =  cos(V^a) ，/ (c)  =cos(V^r  (c)) 

=  cos(V^) ， 

所以 

cos (在 a  )>cos(V^) ， 

再 根据上 面命题 中的余 弦定律 （2)， 代入 上式后 ，我 们就得 到定理 
中的 不等式 （2), 即 

cosCV^a ) >cos (在 a)  =  cos (在 6 ) cos(V^c)  +  smi^fkb ) sin (在 c ) cos  A. 
(3)  A<0 的 情形： 对于这 个情形 ，我 们把完 备曲面 M 和半径 

为 ^ 的虚 球面 M 相 比较. 分别在 M 上的 测地线 a 和 M 的 测地线 

a 上定 义函数 /(s) 和 7(s) 如下: 

/(5)=cosh(  V~kd(P ,(7(s))  =  cosh(  y/~kr(s))  9 
7(5>  =  cosh(  V—kd(,P9a(s))  =  cosh{  y/—kr(s)) ， 

分别微 分两次 ，再 根据 测地线 a 和测 地线 7 的第一 个方程 ，再 利用 
比较 定理的 推论和 §  4.  1 的 定理中 虚球面 M 的度量 ，就可 以得到 

函数 /(5) 所满足 的微分 不等式 和函数 7(s) 所满足 的微分 方程. 
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由 于函数 /(S) 和 六 S) 的初 始条件 相同， 应用比 较定理 （注意 
0)， 我 们就可 以得到 不等式 

/(5)</(5). 

命5  =〔，/(〔）=  cosh  (  y/—k  r  (  c  )  )  =  cosh  (  ^/~k  a)  9  f  (.c)^ 

cosh(  \/— ^r(c))  =  cosh(  ^/—ka) ，再 利用上 述命题 中的余 弦定律 
(3) ， 我们 就得到 所求的 不等式 
cosh(  y/ — Aa Xcosh(  \/ —— ka) 

= cosh(  \f~~kb ) cosh(  a/— ^c)  — sinh(  v^— X6)sinh(  \f~kc ) cos  A, 
定理 证毕. 

推论 （Toponogov 定理， 1959) 设 M 是完 备曲面 ，它 的高斯 
曲率 > 常数么 △尸 Q 尺是 M 上的 测地 三角形 ，d(PQ)=6，d(Q 尺） = 

c. 在 K  =  A 的常高 斯曲完 备曲面 M 上作 相应 的测地 三角形 
△P 颂 ，使得  d(jP5)=d(PQ)=6, 以颂 ）=^(0尺）=^，则有： 

(1)  如果 ，则 

(2)  如 果^所 ）=d(Pi«=a， 则 ZPQ1? 彡 颂. 

证明  （1) 命 d(P 尺） ，以所 ）=5, 根据上 述定理 ，对 于々 
的不 同情形 ，我们 分别有 不等式 
a2  ^  a 2 ，cos(V^a)  >  cos(V^a") ，cosh(  y/—  ka)  ^  cosh(  sj—  ka) ， 

其中^ >0 时要求 所 以不论 是哪一 种情况 ，都有 

a  ^  a . 

(2) 命 /尸0尺=^，/?0及=3，则曲面]^和硕的余弦定律 
分别为 

々=  0 ,  a2^62  +c2  —2bc  cos  A  ,a2  =b2  +c2  ~2bc  cos  A 

々>0，  cos(V^a)>cos(V^6)cos(V^c)  +  sin(V^6)sin(V^c)cosA， 
cos(y/ka)=cos(.yfkb)cosCyfkc)  +  sinC^/kb)sin(^/kc)cos  A, 
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々<0， cosh(  々a Xcosh(  V — 是 6)cosh(  y/—  kc) — 

sinh(  y/ — 々6)sinh(  \f — ^c)cos  A , 
cosh(  \/ _ 々<2 )  =  cosh(  y/ — 是 6)cosh(  \/ — kc) — 

sinh(  \f  — 々6)sinh(  kc) cos  A. 

因此 ，不论 是哪一 种情形 ，都有 

cos  A  ^  cos  Ay 

所以 A>A. 证毕. 

对于高 斯曲率 常数々 的完备 曲面， 有类似 的余弦 定律和 
Toponogov 定理. 留给读 者自己 来表述 ，并加 以证明 • 

附记 ：在这 一节中 ，所有 的结果 的证明 ，都 有一个 前提， 就是： 
在曲面 上可以 建立极 坐标系 ，尽管 曲面是 完备的 ，但 是高斯 曲率大 
于零时 ，一 般来说 ，不可 能在曲 面上整 体地建 立极坐 标系， 因此我 
们 的结果 还是局 部的. 要 大范围 地证明 Toponogov 定理， 必须先 
把测地 三角形 剖分得 小一些 ，先 局部地 证明， 然后再 把局部 的结果 
拼接成 整体的 （参阅 ： I.  Chavel :  Riemannian  geometry,  1993, 
Cambridge  Univ.  Press,  p.  331). 

♦'  -♦  - 1  I  I  ♦  i.  ♦  I  ♦ 

:习  题 ♦ 

♦  hi  ♦:  ^  I!" 

1.  完整地 证明： 々<0 时的 完备曲 面的余 弦定律 （3). 

2.  用证明 完备曲 面的余 弦定律 的方法 ，去 证明常 高斯曲 率曲面 的余弦 
定律. 

(提 示：把 定理证 明中比 较函数 7( 乃 所满足 的微分 方程直 接求解 . ） 

3.  如果完 备曲率 M 的高 斯曲率 常数 I 假定测 地三角 形在可 建立极 
坐 标系的 范围内 ，试叙 述相应 的余弦 定律和 Toponogov 定理， 并加以 证明. 
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名 词索引 


Backlund  变换 

329 

Cartan 引理 

191 

Christoff  el  符号 

132 

C* 类曲面 

61,287 

Cohn-Vossen  定理 

305 

Dupin 指标线 

92 

E.  Beltrami 

182 

Enneper  定理 

236 

Euler 公式 

101 

Fary-Milnor  定理 

279 

Fenchel  定理 

271 

Frenet 标架 

33 

Frenet 公式 

37 

Frobenius  定理 

199 

Gauss-Bonnet  公式 

158 

Gauss-Codazzi-Mainardi  公式 

135 

Gauss 曲率 

102 

Gauss 映射 

110 

Grassmann  代数 

185 

Green 公式 

196 

Hadamard  定理 

294 

Hilbert  定理 

325 

Hopf-Rinow  定理 

319 

J.  Bolyai 

182 

J.  Douglas 

170 
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J.  Plateau 

170 

Klein 模型 

183 

Levi-Civita 平 行移动 

163 

Liebmann  定理 

301 

Meusnier  定理 

90 

Minkowski 积 分公式 

303 

Pfaff 方程 

199 

Pfaff 形式 

191 

Poincar€  模型 

183 

Poincare  引理 

197 

R.  Osserman 

170 

Riemann 

135 

Riemann  曲率 

135 

Rodrigues  定理 

97 

Sine~Gorden  方程 

323 

Stokes 公式 

195 

Toponogov  定理 

342 

T.  Rado 

170 

W.  Blaschke 

244 

W.  Scherrer 

285 

Weingarten  方程 

135 

Weingarten  曲面 

297 

B 


半测地 坐标网  152 


包络 

121 

焦曲面 

327 

保 角变换 

79 

K 

比 较定理 

334 

C 

可 展曲面 

120 

测 地挠率 

233 

L 

测 地曲率 

146 

卵形面 

294 

测地线 

149 

卵形线 

260 

常高 斯曲率 的曲面 

172 

罗巴契 夫斯基 

182 

D 

罗 氏几何 

178 

罗 氏直线 

178 

等 距变换 

77 

N 

等 宽曲线 

262 

等周 不等式 

257 

挠曲线 

44 

第二基 本形式 

84,231 

内蕴量 

78,231 

第三基 本形式 

110,234 

内 蕴性质 

75 

第一基 本形式 

69,230 

P 

G 

平 行移动 

161,237 

光 滑曲面 

61 

光 滑曲线 

17 

Q 

H 

切比雪 夫参数 

324 

切 比雪夫 坐标网 

324 

活 动标架 

218 

曲 面的参 数方程 

58 

活动 标架法 

226 

曲 面的初 等区域 

57 

J 

曲面的 法截面 

89 

曲面的 法截线 

89 

极 小曲面 

169 

曲面的 法曲率 

90 

极 坐标系 

330 

曲面 的法线 

64 

简 单曲面 

57,286 

曲面 的概念 

57 

简 单曲线 

13 

曲面 的刚性 

301 
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曲 面的共 轭方向  94 

曲 面的基 本方程  132 

曲 面的渐 近方向  93 

曲 面的渐 近曲线  93 

曲面的 渐近网  94 

曲面的 拋物点  93 

曲面 的平点  93 

曲 面的平 均曲率  102 

曲面 的脐点  97 

曲面的 切平面  62 

曲 面的球 面表示  no 

曲面 的曲纹 坐标网  60 

曲面的 双曲点  93 

曲面 的图册  286 

曲面的 椭圆点  93 

曲面 的圆点  97 

曲面的 正常点  61 

曲面的 主方向  96 

曲面的 主曲率  100 

曲 面的坐 标函数  286 

曲 面的坐 标曲线  60 

曲面的 坐标域  286 

曲面 论的基 本定理  140 

曲 面上的 共轭网  95 

曲 面上的 曲率线  98 

曲面 上的曲 率线网  99 

曲面上 的正交 曲线族  73 

曲面 上曲线 的弧长  69 

曲面上 一族曲 线的正 交轨线  74 

曲面域 的面积  74 

曲 线的参 数表示  15 

曲线 的法面  22 
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曲 线的副 法向量 

33 

曲线 的概念 

13 

曲线 的弧长 

23 

曲线 的基本 三棱形 

34 

曲线 的角点 

244 

曲 线的密 切平面 

29 

曲线的 密切圆 

43 

曲线 的挠率 

40 

曲线 的切线 

18 

曲线的 切映射 

246,268 

曲线 的曲率 

38 

曲 线的曲 率半径 

43 

曲 线的曲 率中心 

43 

曲线的 旋转数 

248 

曲线的 正常点 

17 

曲 线的主 法向量 

33 

曲 线的自 然参数 

27 

曲 线的自 然方程 

48 

曲线 论的基 本定理 

48 

全挠率 

282 

S 

双 曲螺线 

28 

四顶 点定理 

260 

T 

凸曲线 

251 

W 

外乘 

187 

外微分 

193 

外微 分形式 

193 

映射 

13 

外形式 

190 

余 弦定律 

337 

伪球面 

175 

圆 柱螺线 

18 

伪 球线汇 

327 

圆柱面 

58 

X 

Z 

线汇 

129 

张量 

135 

悬链面 

78 

正 规曲线 

246 

悬链线 

28 

正螺面 

71 

旋转面 

59 

正 则曲线 

17 

Y 

直纹面 

115 

直 纹面的 腰曲线 

119 

曳物线 

174 

直 纹面的 直母线 

116 

一 般螺线 

52 
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